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CHAPITRE 1
LES ENSEMBLES

1.1 Ensembles et relations. Le langage des ensembles, introduit il y a plus
d’un siécle par Georg Cantor, a envahi toutes les branches des mathématiques ;
il est employé en France a tous les niveaux de ’enseignement, y compris 1’école
maternelle. Nous employons donc ce langage, non seulement parce qu’il est
commode, mais aussi et surtout parce qu'il est désormais impossible de I'ignorer.

Les notions d’ensemble et de relation sont premiéres, c’est-a-dire qu’il n’est
pas possible de les définir & partir d’autres notions. :

‘Intuitivement, une relation est une affirmation portant sur un ensemble E, qui
est vérifiée ou non pour un ensemble donné E,, ; suivant le cas, on dit qI}e E, satis-
fait ou non a cette relation.

o Négation d’une relation

Etant donnée une relation R, on définit en logique une nouvelle relation, appelée
négation de R, et notée (non R), ou encore —1R. La négation de la négation de R est

la relation R elle-méme.
On dit encore que les relations R et —1 R sont contradictoires, c’est-a-dire que

e pour tout ensemble, 'une des deux relations est vraie,
e mais pour aucun ensemble, elles ne sont vraies I’une et I’autre.

Par exemple, dans I’ensemble des entiers naturels, les relations

R : Dentier x est pair,
=R : I’entier x n’est pas pair (autrement dit, est impair)

sont contradictoires.
e Conjonction, disjonction

On appelle conjonction de deux relations R; et R,, et on note (R, et R;), ou
Ry A R;, la relation vraie si et seulement si R, et R, le sont. On définit enﬁ;t( la
disj.onc.tion des relations R, et R, : c’est la relation, notée (R; ou R;), ouR; v R,

vrale si et seulement si I’une au moins des deux relations R, et R, est vraie. ’

o Implication

A partir de ces trois définitions fondamentales, on introduit Uimplication : étant
C%onnées' deux relations R, et R,, la relation (R; ou (non R,)) se note R, = R,, et se
lit « R, implique R, ». Si I'implication R, = R, est vraie, tout ensemble satisfaisant
& R, satisfait 4 R,.

La_ relation d’implication conduit & la notion d’équivalence de deux relations :
on dit que les relations R, et R, sont équivalentes, et on note R, <>R,, si chacune
d’elles implique 1’autre.

L’implication R, = R, est dite réciproque de I'implication R; =R,. L’'implication
(non R,) = (non R,) est appelée contraposée de R,=>R,. Une implication et sa
contraposée sont toujours équivalentes.
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ExXeEMPLE. Soient les relations

R, :le triangle ABC a ses trois cotés égaux,
R, 1 le triangle ABC a ses trois angles égaux.

On a Pimplication R, =R, (c’est le théoréme bien connu : si un triangle a ses
trois cOtés égaux, il a aussi ses trois angles égaux).

On a aussi I'implication réciproque R, = R, (c’est le théoréme : si un triangle a
ses trois angles égaux, il a aussi ses trois cOtés égaux).

Les deux relations sont donc équivalentes :

‘Rl <> Rz.

1.2 Egalité. Appartenance. Les relations d’égalité et d’appartenance sont
encore des notions premiéres.

L’égalité de deux ensembles E et F se note E=F (et se lit « E égale F»); elle
signifie intuitivement que les lettres E et F représentent le méme objet.

Pour tout ensemble E, E = E. La relation E = F équivaut & la relation F= E.
Enfin, si E= Fet si F= G, alors E= (. La négation de ’égalité de E et de F se
note E # F (et se lit « F n’égale pas F», ou « E est différent de F»).

L’appartenance d’un ensemble x 4 un ensemble E se note x e E (et se lit « x
appartient & E»). On dit alors que x est élément de E. La négation de I’apparte-
nance de x & E se note x ¢ E (et se lit bien entendu « x n’appartient pas & E»).

Pour que deux ensembles F et F soient égaux, il faut et il suffit que les relations
d’appartenance a E et a F soient équivalentes :

xeFE <« xeF.

En particulier, ’énoncé précédent affirme I’unicité d’un ensemble n’ayant aucun
€lément. On admet I’existence d’un tel ensemble, appelé ensemble vide, et noté .
On dit qu’un ensemble E a un élément s’il est non vide et si la conjonction des
relations x € E et y € E implique x = y. On note un tel ensemble {x}, et on I’appelle
singleton. On définit de méme les ensembles & deux éléments, appelés paires; on

“emploie alors la notation {x, y}.

Plus généralement, on peut définir un ensemble E par la liste de ses éléments :
E={x,y,2 ...}; on dit que ’ensemble E est donné en extension. Dans certains
cas, on peut aussi définir un ensemble E par une relation caractéristique R; I’ensem-
ble E est alors donné en compréhension.

Fi1Gc. 1.1 Ensemble.
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On représente généralement un ensemble par la partie du plan limitée par un
contour fermé (Fig. 1.1).

1.3 Parties d’un ensemble. Soient E et F deux ensembles. On dit que FE est
inclus (ou encore contenu) dans F si tout élément de E est élément de F, ce qu’on
note Ec F. Ondit encore que E est une partie (ou un sous-ensemble) de F (Fig. 1.2).

FiG. 1.2 Inclusion.

EXEMPLES

1. L’ensemble vide est inclus dans tout ensemble.

2. L’ensemble des nombres entiers pairs est une partie de ’ensemble des nom-
bres entiers naturels.

La relation d’inclusion posséde évidemment les propriétés suivantes :
a) Tout ensemble est contenu dans lui-méme.
b) Si un ensemble E est inclus dans un ensemble F, et si F est inclus dans E, alors

E est égal & F. ,
c) Soient E, F et G trois ensembles. Si Ec Fetsi Fc G, alors Ec G.

Les parties d’un ensemble E constituent un ensemble, appelé naturellement
ensemble des parties de E, et noté 2 (E).

EXEMPLES
1. Pour tout ensemble E, la partie vide de E, et I’ensemble E lui-méme, appar-
tiennent & I"ensemble 2 (E).
2. Lorsque E = &5, ’'ensemble 2 (E) a un seul élément, & savoir la partie vide de
E:

2(D) = {3}
Complémentaire d’une partie d’un ensemble. Soient E un ensemble, et P une
partie de E. L’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas 4 P s’appelle
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complémentaire de P dans E, et se note [z P, ou plus simplement P, lorsque aucune
confusion n’est & craindre (Fig. 1.3).
On emploie aussi la notation E— P, qui sera généralisée plus loin.

FiG. 1.3 Complémentaire d’une partie.

Le passage aux complémentaires posséde évidemment les propriétés suivantes :

a) Le complémentaire dans E du complémentaire P d’une partie P de E n’est
autre que la partie P elle-méme :

P=P.
C’est pourquoi on dit souvent que les parties P et P sont complémentaires dans E.

b) Soient P et O deux parties de E. La relation P=Q a lieu si et seulement si
0 = P; la relation P = Q a lieu si et seulement si § = P.

EXEMPLES
1. Le complémentaire dans E de la partie vide de E est égal a E tout entier :

‘De méme, le complémentaire de la partie de E égale a E tout entier n’est autre
que la partie vide de E :

lE=0.
2. SiE={a,b,c,d}et P={a,c}:
':EP= {b:d}-

3. Le complémentaire dans I’ensemble N des entiers naturels du sous-ensemble
P des entiers impairs est I’ensemble des entiers pairs.

Partitions. Soient E un ensemble, et 2 (E) I’ensemble de ses parties. On appelle
partition de E toute partie Q de 2 (E) constituée de parties non vides de E, telle que
tout élément de E-appartienne & un élément et un seul de Q.
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ExemMpLE. Une partie de 2 (E) constituée d’une partie P de E, non vide et
distincte de E, et de la partie complémentaire P, est une partition de E. Ainsi,
I’ensemble des nombres pairs et I’ensemble des nombres impairs constituent une
partition de N.

1.4 Opérations sur les ensembles.

Intersection de deux ensembles. Soient E et F deux ensembles. On appelle
intersection de E et de F ’ensemble, noté En F, constitué des éléments appar-
tenant 4 la fois & E et & F (Fig. 1.4). (Le symbole N se lit « inter ».)

Lorsque I'intersection de E et de F est ’ensemble vide on dit que les ensembles
E et F sont disjoints (Fig. 1.5).

E

Fic. 1.4 Intersection de deux ensembles. Fic. 1.5 Ensembles disjoints.

EXEMPLES

1. L’intersection de I’ensemble des entiers rationnels multiples de 2 et de I’ensem-
ble des entiers rationnels multiples de 3 est I’ensemble des multiples de 6.

2. L’intersection d’une partiec P d’un ensemble E et de son complémentaire
dans F est vide : -

PnP=(&.

3. Plus généralement, deux parties d’une ensemble E appartenant & une méme
partition de E sont disjointes.

Led propriétés suivantes sont immédiates :

a) quel que soit ’ensemble E,
EnNnE =E;

b) quels que soient les ensembles .E et F,
EnF=FnE;

c) quels que soient les ensembles E, F et G,
(EnF)nG = En(FnG).
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Les parenthéses étant désormais inutiles, nous noterons En Fn G la valeur com-
mune des deux membres (Fig. 1.6).

Réunion de deux ensembles. Soient E et F deux ensembles. On appelle réunion
de E et de F I’ensemble, noté EuU F, constitué des éléments appartenant 2 [’'un au
moins des ensembles E et F (Fig. 1.7). (Le symbole U se lit « union ».)

FiG. 1.6 Intersection de trois ensembles. FiGg. 1.7 Réunion de deux ensembles.

On pourrait dire plus briévement que la réunion est 1’ensemble des éléments
appartenant & E ou & F; mais le mot « ou» a deux acceptions :

OU inclusif, signifiant qu’un élément appartenant 4 E ou 4 F peut appartenir 4
ces deux ensembles 2 la fois;-

OU exclusif, signifiant qu’un élément appartenant 4 E ou & F appartient soit &
FE, soit 4 F, mais non 4 EnF.

Le OU inclusif traduit la notion de réunion. Le OU exclusif conduit & la notion
de différence symétrique (voir ci-dessous).

EXEMPLES

1. La réunion de ’ensemble des nombres entiers rationnels multiples de 4 et de
I’ensemble des nombres entiers rationnels de la forme 4p+2, ol p parcourt Z,
est ’ensemble des nombres pairs.

2. La réunion d’une partie P d’un ensemble E et de son complémentaire dans E
est égale a4 E tout entier :

PUP=E.
Les propriétés suivantes sont immédiates :
a) quel que soit I’ensemble E,

EVE =E;
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b) quels que soient les ensembles E et F,
EUF =FUE;

c) quels que soient les ensembles E, Fet G,
(EuF)uG = EU(FUG).

Les parentheses étant désormais inutiles, nous noterons Eu Fu G la valeur com-
mune des deux membres (Fig. 1.8).

Fic. 1.8 Réunion de trois ensembles.

La réunion et I'intersection sont en quelque sorte compatibles avec I’inclusion;
plus précisément, soient E, F et G trois ensembles. Si E est inclus dans F, alors

(EnG) « (FNG) )]

et
(EuG) < (FLG). 2
Etablissons par exemple la relation (1). Soit x un élément de En G, c’est-a-dire

un élément commun 4 Eet 3 ¢G. Comme FE est contenu dans F, x appartient 4 Fet 4
G, ce qu’il fallait prouver.

Relations entre intersection et réunion. Soient E, Fet G trois ensembles. Alors :
En(FuG) = (EnF)uU(EnG) 3)

EV(FNG) = (EUF)n(EUG). @

Pour établir la relation (3), il suffit, conformément i la définition de I’égalité, de
montrer que tout élément du premier membre est élément du second membre, et
réciproquement.

Soit d’abord x un élément appartenant-a la fois 4 E et & Fu G; I"élément x
appartient soit & F, et donc & ENnF, soit & G, et donc & En G. 1l s’ensuit que x
appartient & la réunion de EnFet de EnG.
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Réciproquement, soit y un élément de (En F) U (En G). Alors y appartient soit
a4 EnF, soit & EnG. Donc y appartient 4 E, et &4 Fu G, ce qu’il fallait prouver
(Fig. 1.9).

La relation (4) se démontre de la méme maniére (Fig. 1.10).

F1c. 1.9 Distributivité de 'intersection FiG. 1.10 Distributivité de la réunion
par rapport a la réunion. par rapport a I’intersection.

L’intersection et la réunion sont encore liées au passage aux complémentaires.
En effet, soient P et Q deux parties d’un ensemble E. Le complémentaire de I'inter-
section de P et Q n’est autre que la réunion de leurs complémentaires (Fig. 1.11) :

PnQ=PuQ. &)

Le complémentaire de la réunion de P et de Q n’est autre que I’intersection de
leurs complémentaires (Fig. 1.12) :

POQ =Pn0. (6)

Fic. 1.11  Complémentaire Fic. 1.12 Complémentaire
d’une intersection. d’une réunion.
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Ftablissons par exemple la relation (5), en montrant que chaque membre est
contenu dans ’autre. Soit donc x un élément de P Q; I'élément x n’appartient
pas 2 la fois 2 Pet a Q. Il s’ensuit que x appartient & ’un au moins des ensembles
P et §, c’est-a-dire & leur réunion.

Réciprogquement, soit y un élément de P U (; I’élément y ne peut appartenir  la
fois & P et & Q, ce qui signifie que y appartient au complémentaire de P (), ce
qu’il fallait prouver.

Définissons maintenant une nouvelle opération, la différence de deux ensembles.
Soient E et F deux ensembles. On appelle différence de E et de F I’ensemble, noté
E— F, constitué des éléments de E n’appartenant pas & F (Fig. 1.13). Autrement dit,
E—F est le complémentaire dans E de EnF.

Fic. 1.13 Différence FiG. '1.14 Différence symétrique
de deux ensembles. de deux ensembles.

Considérons en particulier le cas de deux parties P et Q d’un méme ensemble E.
Alors la différence de P et Q est encore égale a ’intersection de P et du complé-
mentaire de Q dans E :

P—Q=Pn0.
La différence symétrique de deux ensembles E et F, notée E A F, est I’ensemble
constitué des éléments appartenant 4 un et un seul de ces ensembles (Fig. 1.14);

c’est donc (E U F) — (E n F). Soient P et Q deux parties d’un ensemble E;
on montrera a titre d’exercice que

PAQ=PuUQ)nPud)=Pn0)u(@nP).

1.5 Ensemble produit. Considérons deux ensembles x et y et examinons, non
pas I’ensemble {x, y} qu’ils constituent, mais le couple (x, y) : la différence est
qu’on distingue un ensemble x pour &tre le premier. .

C’est ainsi que, si x et y sont différents, les couples (x, y) et (», x) sont différents,
alors que naturellement les ensembles {x, y} et {y, x} sont égaux.

Deux couples sont égaux si et seulement si leurs premiers éléments respectifs
sont égaux, et aussi leurs seconds :

C=x,y)ex=x e y=y.
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On définit de méme des triplets (x, y, z), des quadruplets (x, y, z, 1), ...

Soient alors E et F deux ensembles. On appelle produit cartésien de E et de F
I’ensemble, noté E x F, constitué des couples (x, y) ol x appartient 3 Eety & F.

Lorsque F = E, le produit cartésien E x E se note encore EZ.

Graphes. On dit qu’un ensemble I' est un graphe si tous ses élérents sont des
couples.

On note alors pr;(I') I’ensemble des premigres projections des éléments de I,
pr,(I") ’ensemble des secondes projections; ces ensembles s’appellent respective-
ment premiére et seconde projection du graphe I'. _

Ainsi, tout ensemble produit E X F est un graphe; il en est de méme de toute
partie de E x F. Inversement, tout graphe I" peut étre considéré comme une partie
d’un ensemble produit, par exemple pr, (I') x pr, (I). ,

L’ensemble I' des éléments (x, y) d’'un ensemble produit Ex F vérifiant une
relation R est un graphe, dit associé & R. ‘

Inversement, toute partie I' de Ex F peut étre considérée comme le graphe
associé a une relation, 4 savoir la relation d’appartenance a I'.

1.6 Relations binaires. Soit £ un ensemble. On appelle relation binaire dans E
une relation R portant sur des couples d’éléments de E.

Soit (x, y) un couple d’éléments de E vérifiant la relation R; on emploie la
notation xRy (en sous-entendant que la relation R(x, y) est vraie).

Par exemple, la relation d’égalité entre éléments d’un ensemble E est une relation
binaire dans E; son graphe est la diagonale de E?, c’est-a-dire I’ensemble des
couples (x, x), ol x parcourt E. La relation vide est la relation binaire dans E dont
le graphe est la partie vide de E?; elle n’est vérifiée par aucun couple d’éléments de
E. De méme, la relation pleine est la relation binaire dans E dont le graphe est E%;
elle est vérifiée par tout couple d’éléments de E. La relation d’inclusion est une
relation binaire dans I’ensemble 2 (F) des parties d’un ensemble F.

Les liens entre les relations binaires dans un ensemble E et leurs graphes sont
trés étroits. Les opérations logiques entre relations binaires s’interprétent en
termes d’opérations élémentaires sur les parties de E. Ainsi, le graphe de la
négation d’une relation binaire R dans E n’est autre que le complémentaire du
graphe de R dans EZ. Par exemple, la relation pleine est la négation de la relation
vide, et [z & = E?. Le graphe de la conjonction de deux relations binaires R,
et R, dans E est Iintersection de leurs graphes; de méme, le graphe de la dis-
jonction de R, et de R, est la réunion de leurs graphes. Pour que R; implique
R,, il faut et il suffit que le graphe de R; soit contenu dans le graphe de R,.
Par exemple, la relation vide implique toute relation binaire dans E, et toute
relation binaire dans E implique la relation pleine. Pour que deux relations
binaires dans E soient équivalentes, il est nécessaire et suffisant que leurs graphes
soient égaux.

Soit P une partie de E. L’intersection du graphe I" de R avec I’ensemble produit
P? définit une relation binaire dans P, dite induite par la relation R.
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Relations remarquables. Soient E un ensemble, et R une relation binaire dans E.

On dit que R est réflexive si, pour tout élément x de E, xRx.

On dit que R est symétrique si la relation xRy entraine la relation yRx.

On dit que R est antisymétrique si les relations xRy et yRx entrainent la relation
x=y.

On dit que R est transitive si les relations xRy et yRz entrainent la relation
xRz

1.7 Relations d’équivalence. Soit £ un ensemble. On dit qu’une relation
binaire R dans E est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et

transitive.
Soient x et y deux éléments de E tels que xRy; on dit que x est équivalent a y, ou,
vu la symétrie que x et y sont équivalents.

EXEMPLES
1. Dans tout ensemble E, la relation d’égalité est une relation d’équivalence.

2. Dans I’ensemble des droites affines d’un plan, le parallélisme est une relation

 d’équivalence.

3. Soient Z I’ensemble des entiers rationnels et » un entier naturel non nul.
La relation définie par les couples (x, y) tel que n divise x—y est une relation
d’équivalence dans Z, appelée congruence modulo n et notée

xX=y (mod. n).

En effet, il est immédiat que la relation n divise x—x est toujours vraie, que la
relation n divise x —y implique la relation # divise y—x et que, si n divise x—y et
y—z, ndivise (x—p)+(y—2z)=x—2z. :

4. Soient E un ensemble, et Q une partition de E. Alors la relation binaire dans

E définie par les couples (x, y) tels que x et y appartiennent & un méme élément de
Q est une relation d’équivalence.

Nous allons voir que ce dernier exemple contient en fait le cas général. Intro-

duisons a cet effet la définition suivante :

Soient E un ensemble muni d’une relation d’équivalence, et x un élément de E.
On appelle classe d’équivalence de x la partie de E, notée X, constituée des éléments
de E équivalents & x.

On appelle classe d’équivalence toute partie P de E telle qu’il existe un élément x
de E dont la classe d’équivalence soit P. '

Propriétés des classes d’équivalence. Soit E un ensemble muni d’une relation
d’équivalence. Alors tout élément x de E appartient & une classe d’équivalence et
une seule, a savoir x. De plus, deux éléments d’une méme classe d’équivalence sont
équivalents.

Autrement dit, les classes d’équivalence de E constituent une partition Q de E,
et la relation xRy a lieu si et seulement si x et y appartiennent & un méme élément
de Q.
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11 résulte en effet de la réflexivité que tout élément x appartient & sa classe *.

Supposons maintenant que x appartienne & une classe d’équivalence y, et
montrons que X = y. Il résulte en effet de la transitivité que tout élément équivalent
a y est équivalent & x, et‘donc que y est incluse dans X. Par symétrie, X est incluse
dans y. Par antisymétrie de la relation d’inclusion, x = y.

Soient enfin x et y deux éléments d’une méme classe. D’aprés ce qui précéde,
cette classe peut s’écrire sous la forme x (ou ), ce qui montre que x et y sont
équivalents.

L’ensemble des classes d’équivalence de E s’appelle ensemble quotient de E par
R, et se note E/R.

On appelle représentant d’un élément « de E/R tout élément x de E admettant o
pour classe d’équivalence.

EXEMPLES

1. Lorsque R est la relation d’égalité dans un ensemble E, toutes les classes
- d’équivalence de E sont réduites & un seul élément.

2. Lorsque R est la relation de congruence modulo n, ’ensemble quotient de Z
par R s’appelle ensemble des classes résiduelles modulo n, et se note Z/nZ.

<

1.8 Relations d’ordre. Soit E un ensemble. On dit qu’une relation binaire R
dans E est une relation d’ordre si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.
Muni de la relation R, I’ensemble E est dit ordonné. N

On note souvent << les relations d’ordre. La relation x <y se lit « x mfeneur a
y »; elle se note encore y > x, ce qu’on lit « y supérieur & x».

EXEMPLES

1. Dans I’ensemble 2 (E) des parties d’un ensemble E, la relation d’inclusion
est une relation d’ordre. »

2. La relation notée < est une relation d’ordre dans I’ ensemble N des entiers..
naturels, dans ’ensemble Z des entiers rationnels, dans I’ ensemble Q des nombres
rationnels, et dans I’ensemble R des nombres réels.

On remarquera qu’un nombre entier naturel x est inférieur 2 un nombre entier
naturel y si et seulement si 'intervalle [0, x] de N est inclus dans Pintervalle [0, y]
de N.

3. Dans I’ensemble N* des entiers naturels non nuls, la relation de divisibilité
est une relation d’ordre. .

En effet, par définition, un élément b divise un élément a s’il existe un entier g tel
que a = bg. Il s’ensuit que :

— tout élément a de N* est divisible par lui-méme : a=ax1;

— si b divise a et a divise b, il existe deux entiers g et ¢’ tels que a = bg et b = aq’,
d’olt b = bgq’; comme b est non nul, gq’ = 1, ce qui implique que g = 1, et donc que
a=b;

~ — enfin, si b divise g, et si c divise b, a=bg et b=cr,d’ob a=c(gr), et ¢ divise a.
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On notera que dans N, Z, Q ou R, la relation a < b (lire « a strictement inférieur
4 b»), définie par a< b et a b, est transitive, mais ce n’est pas une relation
d’ordre. (Il n’y a pas réflexivité.) La relation a <b équivaut a la relation b>a
(lire « b strictement supérieur a a»).

Plus généralement, soit E un ensemble ordonné. On dit que x est strictement
inférieur 2 y, ou que y est strictement supérieur a x, si

x<<y et X#Fy.

Eléments comparables. Soit E un ensemble muni d’une relation d’ordre. On dit
que deux éléments x et y de E sont comparables si I’'une au moins des relations
x <y ou y< x est vraie. Une relation d’ordre dans un ensemble E est une relation
d’ordre total si deux éléments quelconques de E sont comparables. On dit alors que
E est totalement ordonné.

EXEMPLES

1. La relation d’inclusion dans ’ensemble 2(E) des parties d’un ensemble E
n’est pas une relation d’ordre total. Par exemple, deux parties disjointes non vides
ne sont pas comparables.

2. La relation < dans N, Z, Q ou R est une relation d’ordre total.

3. La relation de divisibilité dans N* n’est pas une relation d’ordre total. -
Par exemple, 3 ne divise pas 5, et 5 ne divise pas 3.

Voici des définitions d’usage courant, que nous appliquerons aux cas ol E est
égalaN,Z, QouR:

1.9 Parties majorées, minorées, bornées. Soient E un ensemble muni d’une
relation d’ordre, notée <, et P une partie non vide de E.

On dit qu’un élément b de E majore P, ou que b est un majorant de P, si, pour
tout élément x de P, x < b. On dit encore que P est majorée par b.

On dit de méme qu’un élément a de E minore P si, pour tout élément x de P,
a<x.

On dit que la partie P est majorée si I’ensemble de ses majorants est non vide.
On dit de méme que la partie P est minorée si I’ensemble de ses minorants est non
vide.

On dit enfin que la partie P est bornée si elle est majorée et minorée.

- Un majorant de la partie P appartenant & P, s’il existe, est unique; on I’appelle
le plus grand élément de P. On définit de méme le plus petit élément de P comme
I’'unique minorant de P appartenant a P.

Le plus petit élément de T’ensemble des majorants de P, s’il existe, s’appelle

borne supérieure de P, et se note sup x. Autrement dit, c’est un majorant de P
xeP

inférieur & tout majorant de P.
On définit de méme la borne inférieure de P comme le plus grand des minorants
de P; on note cet élément inf x.

xeP

Lorsque la partie P a deux éléments, x et y, les bornes supérieure et inférieure
de P se notent respectivement sup (x, y) et inf(x, y).
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Intervalles. Soit £ un ensemble ordonné. On appelle intervalle de E toute -
partie I de E telle que, pour tout couple (¢, d) d’éléments de I tel que ¢ <d, tout
élément x de E satisfaisant a la relation ¢ < x < d appartienne a I.

EXEMPLES
1. La partie vide de E, et E tout entier, sont des intervalles de E.

2. Soient a et b deux éléments de E tels que a<b. On vérifie aisément que
I’ensemble des éléments x de E tels que a < x < b est un intervalle, appelé intervalle
fermé d’origine a et d’extrémité b, et noté [a,b].

De méme, I’ensemble des éléments x de E tels que a<x<b, x#aet x# b, est
un intervalle de E, appelé intervalle ouvert d’origine a et d’extrémité b, et noté
la, bl. :

Enfin, les ensembles [a, b] — {a} et [a, b] — {b} sont des intervalles, dits semi-
ouverts et notés respectivement la, bl et [a, b[.

3. L’ensemble des éléments de E supérieurs 4 a, ’ensemble des éléments de E
inférieurs a b, sont des intervalles de E.

1.10 Applications. La notion d’application généralise la notion de fonction
d’une variable réelle a valeurs réelles.

~ Soient E et F deux ensembles non vides, et P une partie du produit cartésien
E x F. On suppose que, pour tout élément x de E, il existe un élément y et un seul de
F tel que le couple (x, y) appartienne a P.

Le triplet f= (E, F, P) s’appelle application de E dans F, ou encore application
définie sur E a valeurs dans F.

L’ensemble E s’appelle ensemble de définition de f, ou encore ensemble de
départ; 1’ensemble F s’appelle ensemble d’arrivée. La-partie- P s’appellele-graphe
de f (Fig. 1.15). :

Par définition, I’application f associe 4 tout élément x de E l’unique élément y
de F tel que le couple (x, y) appartienne a la partie P. L’élément y se note f(x), et
s’appelle image de x par f.

On représente d’habitude le triplet (E, F, P) de I’une des maniéres suivantes :

fE—F.
E-LF.

La correspondance entre x et f(x) se note
fix e f(x).

La fléche + est employée pour prévenir toute confusion avec la notation précé-
dente : dans ’expression f: E— F, E est I’ensemble de départ, tandis que dans
P’expression f: x + f(x), x est un élément de E.

Cette fléche évite aussi toute confusion avec la notion de limite : le symbole
x> a se lit « x tend vers a».
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EXF

>

Fic. 1.15 Graphe d’une application.

Soit P une partic de E. La partie de F constituée des images des éléments
de P s’appelle image de P par f, et se note f(P).

Lorsque les ensembles E et F sont égaux et que f(P) est contenue dans P, on dit,
que la partie P est stable par 1’application f.

EXEMPLES

1. Soit E un ensemble non vide. L’application de E dans lui-méme qui a tout
élément x de E associe ce méme élément s’appelle application identique de E, et se
note I, : son graphe est la diagonale de E>.

2. Soient E et F deux ensembles non vides. On dit qu’une application f de E
dans F est constante si, pour tout couple (x, x') d’éléments de E, f(x)=f(x").
(Autrement dit, une application f'est constante si I’image de E par fest un ensemble
4 un élément.)

On confond souvent favec I’'unique valeur y, qu’elle prend sur les éléments de E,
en disant que f est constante et égale a y;.

3. Soit £ un ensemble non vide. On appelle fonction caractéristique d’une partie
P de E I'application, notée xp, de E dans un ensemble & 2 éléments {0, 1}, qui
prend la valeur 1 sur les éléments de P, et la valeur O sur les éléments du complé-
mentaire P de P dans E.

4. Soit F un ensemble non vide. On appelle suite d’éléments de F toute applica-
tion de N dans F.
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Une suite (u,) d’éléments de F est alors une application de N dans F, prenant la
valeur 1, pour I'entier 0, la valeur 4, pour ’entier 1, ..., la valeur u, pour ’entier
", ...

On dit qu’une suite est stationnaire si elle prend la méme valeur & partir d’un
certain rang. (En accord avec I’exemple 2, on dit qu’une suite est constante si elle
prend la méme valeur pour tout entier naturel.)

Restriction d’une application. Soient E et F deux ensembles non vides, f une
application de E dans F, et P une partie de E. L’application f de P dans F qui 2 tout
élément x de P associe I’élément f (x) de F s’appelle la restriction de f A 1a partie P.

On dit aussi que f est un prolongement 4 E de ’application f.

Voici une autre terminologie souvent employée : :

Soient [ et F deux ensembles non vides. On appelle famille d’éléments de F
indexée par [ toute application de I dans F.

On note une telle famille : i +— x;, ou encore (x,);.;. L’élément i s’appelle indice.

Prenons pour F I'ensemble &#(E) des parties d’un ensemble E, et considérons
une famille (P);.; de parties de E (C’est-3-dire une famille d’éléments de F).

On appelle intersection de cette famille, et on note () P;, 'ensemble des éléments

iel
de E appartenant & P; pour tout élément i-de I.

On appelle réunion de cette famille, et on note | ) P;, 'ensemble des éléments
iel
de E appartenant 4 1'une au moins des parties P;.

« Lorsque I est un ensemble & deux éléments, on retrouve l’intersection et la
réunion de deux parties de E. '

Lorsque [ est une partie de I’ensemble des entiers naturels, le langage des familles
coincide avec celui des suites. En particulier, lorsque I= N, l'intersection et.la
réunion de la famille (P,) se notent respectivement

+ o0
(\ P, et U P,.
n=0

Lorsque I=[1, p], I'intersection et la réunion de la famille (P,); <, <, S¢ notent
respectivement

P
N P, et U P..
=1

n=1

1.11 Equations. Soient E et F deux ensembles non vides, f une application de
E dans F, et y, un élément dé F. On appelle équation la relation

J&x) =yo.. _ ’ )

L’élément x s’appelle inconnue. On appelle solution de I’équation (1) tout
élément x, de E vérifiant la relation (1) (Fig. 1.16), c’est-a~dire tel que

S(x0) = yo.
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o
Q
Xo
X, o
Fic. 1.16 L’équation f(x) = y,
Yo admet deux solutions xg et X,

[

La recherche de ’ensemble des solutions s’appelle résolution de 1’équation (1).

La notion d’équation permet d’introduire la terminologie fondamentale que
voici :

Soient E et F deux ensembles nou vides, et fune application de F dans F.

On-dit que f est injective, ou que f est une injection de E dans F, si, pour tout
élément y, de F, I’équation f(x)=y, admet au plus une solution (Fig. 1.17).
(Autrement dit, la relation f(x) =/ (x') implique la relation x = x'.) ‘

On dit que f est surjective, ou que f est une surjection de E sur F, si, pour tout
élément y, de F, I’équation f(x) =y, admet au moins une solution (Fig. 1.18).
(Autrement dit, si 'image de f &st égale a F tout entier.) On dit alors que fest une

~ application de E sur F.

On dit que f est bijective, ou que f est une bijection de E sur F, si elle est a la
fois injective et surjective, c’est-a-dire si, pour tout élément y, de F, I’ equatlon
f(x) =y, admet une solution et une seule (Fig. 1.19).

Une bijection d’un ensemble E sur lui-méme s’appelle encore permutation de E.

—.
>

E ot [ F e —t o E omessmsmermrermctin [

Fic. 1.17 Injection. Fic. 1.18 Surjection. Fic. 1.19 Bijection.
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EXEMPLES

1. L’application x — x? de I’ensemble R des nombres réels dans lui-méme n’est
ni injective, ni surjective :

— elle n’est pas injective, car elle prend la méme valeur pour deux valeurs
opposées de la variable;

— elle n’est pas surjective, car elle ne prend aucune valeur strictement négative.

2. L’application x — x* définie sur R & valeurs dans I’intervalle [0, +oo[ de
R est surjective, et non injective,

3. L’application x +> x? définie sur [0, +oo[ & valeurs dans R est injective,
et non surjective.

4. L’application x > x* de 'intervalle [0, +oo[ dans lui-méme est bijective.

5. Soit E une partie d’un ensemble F. L’application de E dans F qui 2 tout
élément x de E associe ce méme élément est injective. On I’appelle injection
canonique de E dans F.

6. Soient E un ensemble non vide, R une relation d’équivalence sur E, et E/R
I’ensemble quotient. L’application ¢ de E dans E/R qui 4 tout élément de E
associe sa classe d’équivalence est surjective. On I’appelle application canonique de
E sur E[R.

On remarquera que, dans la donnée d’une application, il est indispensable de
préciser non seulement ’ensemble de départ, mais aussi ’ensemble d’arrivée : si on
remplace F par I'image de E par f, la nouvelle application obtenue g = (E, f(E), P)
est toujours surjective, ce qui n’est pas le cas en général pour f. (Les applications 1
et g prennent cependant méme valeur pour tout élément x de E.)

1.12 Composition des applications. Soient E, F et G trois ensembles non
vides, f une application de E dans F, et g une application de F dans G. On appelle —
application composée des applications f et g, et on note g o f, I’application de E
dans G qui a tout élément x associe I’élément g[f(x)].

Il est immédiat que
a) Pour toute application f de E dans F,
Ipef=f et folg =1,

ou I et I désignent respectivement 1’application identique de E et I’application
identique de F;

b) Quelles que soient les applications f'de E dans F, g de Fdans Get & de G dans
H, _ ’
ho(gof) = (hog)eof.
En effet, les deux membres font correspondre 4 tout élément x 1’élément

h{glfx)]}.

Les parenthéses étant désormais inutiles, nous noterons 4 o g o f la valeur com-
mune des deux membres.
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EXEMPLES

1. La composée de I'application f: x > x* de R dans R et de ’application
g:y > ay®+ by + ¢ de R dans R est I'application

gof:x s ax* +bx* +c.

2

2. La composée de deux translations est une translation; la composée de deux
rotations planes est une rotation ou une translation; la composée de deux homo-
théties est une homothétie ou une translation.

Soient E, Fet G trois ensembles non vides, fune application de E dans F, et g une
application de F dans G.

Si f et g sont injectives, il en est de méme de g o f.
Si f et g sont surjectives, il en est de méme de g o f.
Si f et g sont bijectives, il en est de méme de g o f.

En effet, si f et g sont injectives, et si
(gof) (x)=(g/) ("),

P’injectivité de g montre que f(x) = f(x’), et I'injectivité de f montre que x = x';
donc g « f est injective. .

Si fet g sont surjectives, I'image de E par fest égale & F, I'image de F par g est
égale 4 G, et I'image de E par g o f est évidemment égale 4 G.

Le cas ol et g sont bijectives se déduit aussitdt des deux cas précédents.

Définissons maintenant une application inversible : Soient E et F deux ensembles
non vides, et f une application de E dans F. On dit que f est inversible s’il existe
une application g de F dans E telle que

gof =Ipetfog =Ip. ‘
Une telle application g, si elle existe, est unique. On I’appelle application
réciproque (ou application inverse) de f; on la note f 7, ou encore—ff
Soit en effet / une application de F dans E telle que
hof = 1Ip et foh = Ip.
Composons & gauche par g les deux membres de la derniére relation; il vient
gefoh =goly,
soit, en tenant compte de la relation g o /= I,
I oh = golg,

ou encore /1 = g, ce qu’il fallait prouver.

ExeMpPLE. Dans le plan euclidien R?, une rotation de centre O et d’angle « est
inversible; son application réciproque est la rotation de centre O et d’angle —a.
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Les applications inversibles sont faciles & caractériser; en effet soient E et F
deux ensembles non vides, et f une application de E dans F. Pour que f soit inver-
sible, il faut et il suffit que f soit une bijection de E sur F.

La condition est nécessaire : supposons en effet f inversible, et considérons
I"'unique application g telle que

g°f=-[E: fc’g:IF'

Soient x et x’ deux éléments de E tels que f(x) = f(x’). En composant les deux mem-
bres par g, nous voyons que (g o f)(x) = (g o f) (x'), soit x = x'. L’application fest
donc injective.

Soit maintenant y, un élément de F. Il est immédiat que y, est I’image par f de
g(yo). Par suite, "application f est surjective, et donc bijective, ce qu’il fallait
prouver. :

La condition est suffisante : supposons en effet f bijective, et considérons I’appli-
cation g de F dans E qui associe & tout élément y de F ’unique solution de
I’équation f(x) = y. Il est immédiat que, pour tout élément x de E,

(gof) (x) =g = x
et donc que g o f=Ij.
De méme, pour tout élément y de F,
(foq)(») =fx) =y,

et donc f o g = I. Il s’ensuit que f est inversible, ce qui achéve la démonstration.

1.13 Images réciproques. Soient F et F deux ensembles non vides, et f une
application de E dans F. On appelle image réciproque d’un élément y de F, et on
note £ ~!(y), ’ensemble des éléments x de E tels que f(x) = y (Fig. 1.20).

On remarquera que 1’image réciproque de y est vide lorsque y n’appartient pas a
P'image de F (ce qui peut avoir lieu si /' n’est pas surjective), et que ’image réci-

£-ly)

Fic. 1.20 Image réciproque d’un élément.



Les ensembles 21

proque de y peut contenir plus d’un élément, si fn’est pas injective. Par exemple, si
[ est constante et égale & yo, ’image réciproque de tout élément de F autre que yg
est vide, tandis que I’image réciproque de y, est égale a E.

Cependant, lorsque f est inversible, I'image réciproque f ~1(y) de tout élément y
de F contient un élément et un seul, & savoir 'image de y par I’application réci-
proque de f, ce qui explique la notation £ ~* ().

11 est immédiat que ’ensemble des images réciproques des éléments de ’image de
E par f est une partition de E. Autrement dit, la relation xRx" si f(x) =f(x') est
une relation d’équivalence sur E.

Réciproquement, toute relation d’équivalence R sur un ensemble E peut &tre
définie de la maniére précédente, en introduisant ’application canonique ¢ de E
sur EJR; les classes d’équivalence ne sont autres que les images réciproques des
éléments de E[R.

Soit O une partie de F. La partie de E réunion des images réciproques des
éléments de Q s’appelle image réciproque de Q par f, et se note Q).
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1.2

13

EXERCICES

Soient 4, B, C trois parties d’'un ensemble E. Démontrer les égalités
a) A—BuU CO)y=(A—-B)n(4A—-C)

by A—-BNnC)=(A—-B)u(d-C)

) AN (B-C)=ANB)nN(A-C).

Dans I'ensemble 2 (E) des parties d’un ensemble E, on considére I’équation
AnNnX=1h8.

a) Indiquer une condition nécessaire et suffisante pour que cette équation admette
des solutions.

b) Résoudre alors cette équation.

Dans I'ensemble P (E) des parties d’un ensemble E, on considére 1’équation
AU X=B8

‘a) Indiquer une condition nécessaire et suffisante pour que cette équation admette
des solutions.

b) Résoudre alors cette équation.

Relations binaires

1.4 Déterminer toutes les relations d’ordre dans un ensemble & trois éléments
E={a, b, c}.

1.5 Déterminer toutes les relations d’équivalence dans un ensemble & trois éléments
E={a,b,c}.

1.6  Soit R unerelation réflexive et transitive dans un ensemble E. Montrer que la relation
S définie par les couples (x, y) tels que xRy et yRx est une relation d’équivalence.

1.7  Soit R une relation réflexive et symétrique dans un ensemble E. Montrer que la
relation S définie par les couples (x, y) tels qu’il existe un entier naturel non nul # et
une suite (x,), < , < , 4’éléments de E tels que

X=Xg, V=X, et X, Rxpey si pef0,n—1],

est une relation d’équivalence.

Applications

1.8  Montrer que Iapplication f'de Z dans lui-méme définie par les relations

f(n) = n+2 si n est pair
f(n) = n+4 si n est impair
est bijective.
En est-il de méme lorsqu’on remplace Z: par N ?
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1.9

1.10

1.11

1.12

1.13

114

Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F.
a) Montrer que f est injective si et seulement si, pour toute partie 4 de E,

fTUAE) = 4.

b) Montrer que f est surjective si et seulement si, pour toute partie B de F,
fUN(B) = B.

Soient E, Fet G trois ensembles, fune application de F dans F, g une application de

Fdans Geth=gcf -

a) Montrer que si k est injective, f 'est aussi, et que, si de plus f est surjective,
alors g est injective, _ .

b) Montrer que si £ est surjective, g D’est aussi, et que, si de plus g est injective,
alors f est surjective.

Soient E, Fet G trois ensembles, /une application de E dans F, g une application de
F dans G et h une application de G dans E. Montrer que si deux des applications
composées fiog of, g of oh et foh og sont injectives et la troisiéme surjective,
alors f, g et & sont bijectives.

Soient X un ensemble et E I’ensemble des applications de X dans lui-méme. Pour
tout entier naturel non nul et pour tout élément f de E, on définit /" comme la
composée de n applications égales a f.

a) Montrer que la relation binaire R définie par les couples (f, g) d’éléments de E
tels qu’il existe un entier naturel non nul » tel que f"=g" est une relation
d’équivalence.

b) Montrer que la relation binaire § définie par les couples (f, g) d’éléments de E
tels gu’il existe un couple (;m, #) d’entiers naturels non nuls tel que f™ = g” est
une relation d’équivalence.

Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F.
Soient P et P’ deux parties de E. Montrer que
a) (PO P) = f(PYUf(P);
b) f(PAP) = f(PYNS(P),
avec égalité si et seulement si f est injective ;
o) f(P=P)>f(P)—f(P),

avec égalité si et seulement si f est injective.

Soient E et F deux ensembles et f une application de £ dans F.
Soient Q et Q' deux parties de F. Montrer que

a)f"HQuE) =1 QuS T @);

b THRN Q) =N QNSTHE);

Of MR- =N Q-HE@).



CHAPITRE 2

STRUCTURES ELEMENTAIRES

La notion de structure est 4 la base de la puissance des mathématiques dans les
domaines les plus divers. A conserver le plus longtemps possible une certaine
abstraction, on fabrique des « cadres » susceptibles d’étre reconnus dans telle ou
telle application pratique : les démonstrations se trouvent donc trés simplifiées,
puisque tout ce qui est accessoire se trouve éliminé.

Une structure est la donnée d’une ou plusieurs lois de composition.

Nous allons donc, dans ce chapitre, examiner les lois de composition et définir
les structures les plus usitées dans les applications : groupes, anneaux, corps.
Une autre structure trés importante, la structure d’espace vectoriel, sera examinée
ultérieurement.

2.1 Lois de composition internes. La notion de loi de composition interne
généralise celle d’opération, bien connue en arithmétique et en algébre. Avec le
langage des ensembles, les lois de composition apparaissent comme un cas parti-
culier des applications.

Soit E un ensemble non vide. On appelle loi de composition interne sur E une
application de E x E dans E qui, & tout couple (x, y) d’éléments de E associe un
élément, noté généralement x L y, appelé composé de x et de y.

ExXEMPLES

1. L’addition est une loi de composition interne sur ’ensemble N des entiers
naturels, sur ’ensemble Z des entiers rationnels, sur I’ensemble Q des nombres
rationnels, sur ’ensemble R des nombres réels, sur I’ensemble C des nombres
complexes. Le composé de deux éléments x et y pour ’addition se note x+y, et
s’appelle somme de x et de y.

2. La multiplication est aussi une loi de composition interne sur les ensembles
précédents. Le composé de deux éléments x et y pour la multiplication se note
XXy, x.y, ou encore xy, et s’appelle produit de x et de y.

3. Sur I'ensemble N* = N— {0} des entiers naturels non nuls, ’exponentiation
(application qui & tout couple (x, y) associe x”) est une loi de composition interne. -

4. Sur Pensemble 2 (E) des parties d’un ensemble, la réunion et I’intersection
sont des lois de composition internes. :

5. Sur P’ensemble & (E) des applications d’un ensemble E dans lui-méme,
I’application qui & tout couple (f, g) d’applications associe leur composée g o f est
une loi de composition interne.

6. Sur ’espace vectoriel R, le produit scalaire n’est pas une loi de composition
interne. (En effet, le produit scalaire de deux vecteurs est un scalaire, et non un
vecteur.)
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Posons encore quelques définitions. Soit £ un ensemble muni d’une loi de
composition interne. On dit que deux éléments x et y de E commutent (ou sont
permutables) si

xly=ylx.

Les lois pour lesquelles deux éléments quelconques commutent sont d’une étude
plus simple. On les appelle des lois commutatives.

° On dit qu’une loi de composition interne est associative si, pour tout triplet
(x, y, z) d’¢éléments de E,

xiylz=xLl(ylz).
La valeur commune des deux membres est alors notée plus simplement
xlylz.

On emploie généralement la notation additive pour les lois a la fois associatives
et commutatives. On emploie souvent la notation multiplicative pour les lois
associatives.

EXEMPLES

1. Surles ensembles N, Z, Q, R et C, I’addition et la multiplication sont associa-
tives et commutativés; sur les ensembles Z, Q, R et C, la soustraction n’est ni
associative ni commutative.

2. Sur I’ensemble 2(F) des parties d’un ensemble E, la réunion et I’intersection
sont associatives et commutatives. La différence symétrique est commutative; la
différence ne ’est pas.

3. Sur N*, ’exponentiation n’est ni associative, ni commutative. Par exemple,
2% =8 tandis que 32 =9; 2¥ = 28 = 256, tandis que (2%)® = 4% = 64.

4. Sur Q*= Q- {0}, la division n’est ni associative, ni. commutative. Par
exemple, 3/5 est différent de 5/3; (3/5)/2 == 3/10, tandis que 3/(5/2) = 6/5.

5. Sur I’ensemble % (E) des applications d’un ensemble E dans lui-méme, la
composition des applications est associative, mais non commutative.

6. La multiplication des matrices carrées d’ordre 2, ou d’ordre 3, est associative,
mais non commutative (voir chapitre 7).

e Soit £ un ensemble muni d’une loi de composition interne. On dit qu’un élément
a de E est régulier si, pour tout couple (x, y) d’éléments de E, la relation a L x =
al y entraine la relation x =y, et si la relation x L a= y | a entraine la relation
x=y.

On dit encore que I’on peut simplifier par a les relations alx=aly et
xla=yla
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EXEMPLES

1. Dans I’ensemble N des entiers naturels, tous les éléments sauf 0 sont réguliers
pour la multiplication; tous les éléments sont réguliers pour ’addition.

2. Dans 1’ensemble 2 (F) des parties d’un ensemble E, seul ’élément E est
régulier pour I’intersection. Considérons en effet une partie P de E différente de E.
Alors

PAPEPng =,
tandis que P # (.

De méme, seule la partie vide de E est un élément régulier pour la réunion.

e Nous connaissons des lois de composition internes pour lesquelles il existe un
élément privilégié, dont les composés par fout élément x ne sont autres que x;
ainsi, dans N, Z, Q, R ou C, I’élément O est tel que, pour tout élément x,

O4x =x+0=x.
De méme, I’élément 1 est tel que, pour tout élément x,
Ixx=x%x1=x.
Plus généralement, dans un ensemble E muni d’une loi de composition interne,

on dit qu'un élément e de E est élément neutre pour cette loi si, pour tout élément
x de E.

elx =x et xle=x.

On remarquera que si la loi est commutative, ces deux conditions sont équi-
valentes.

Une loi de composition interne admet au plus un élément neutre.
Soient en effet e et e’ deux éléments neutres, Alors, comime e est élément neutre,
ele=ele =¢€';
comme e’ est élément neutre,
ele =¢e'le=ce,
dotie' =e.

On notera que I’élément neutre, s’il existe, commute avec tout élément de E. De
plus, ’élément neutre est un élément régulier.

EXEMPLES

1. Avec cette terminologie, 0 est élément neutre pour 1’addition de N, Z, Q,
R et C; 1 est élément neutre pour la multiplication de ces mémes ensembles. Mais,
sur Z, Q, R et C, la soustraction n’admet pas d’élément neutre.

2. Soit 2(E) I’ensemble des parties d’un ensemble E. L’élément E est élément
neutre pour l’intersection; la partie vide de F est élément neutre pour la réunion et
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pour la différence symétrique. Autrement dit, pour toute partiebP de E,
EnP=PnE =P,
JuP=Pugd=P,
SAP=PAZ = P.
3. Soit & (E) I’ensemble des applications d’un ensemble F dans lui-méme.

L’application identique de E est élément neutre pour la composition des appli-
cations.

o Considérons maintenant un ensemble E muni d’une loi de composition interne
admettant un élément neutre. On peut se demander si, pour un élément x donné de
E, il existe un élément y tel que le composé de x et de y (ou le composé de y et de x)
ne soit autre que I’élément neutre e.

Par exemple, dans N muni de 1’addition, 0 est le seul élément x tel qu’il existe un
élément y satisfaisant aux relations

y+x=x+y =0;

mais, dans Z muni de ’addition, pour tout élément x, il existe un élément, noté
— X, tel que

x+(=x)=(—-x)+x=0.

De méme, dans Z muni de la multiplication, 1 et —1 sont les seuls éléments x tels
qu’il existe un élément y satisfaisant aux relations

yx =xy=1; .

mais, dans Q muni de la multiplication, tout élément x non nul est tel qu'il existe
un élément, noté x ™!, satisfaisant aux relations

xIx=xx"1=1.

Plus généralement, soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne
possédant un élément neutre e. On dit qu’un élément x de E est symétrisable s’il
existe un élément y de E tel que

ylx=e et xly=e.

(Lorsque la loi est commutative, ces deux conditions sont équivalentes.)
On dit alors que y est un symétrique de x.

1l est immédiat que, dans ces conditions, x est un symétrique de y.
On remarquera que ’élément e lui-méme est toujours symétrisable, puisque
ele=e.

Lorsque la loi de composition interne est associative, tout élément de E admet au
plus un symétrique.

Soient en effet y et y’ deux symétriques d’un élément x. Alors, par définition,
ylx=xly=e et yVilx=xly =e.

QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 1 2
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-

La loi étant associative, les éléments (y Lx) Ly et y L (x.Ly’) sont égaux. Or,
i) Ly =ely =y,

et
yLGxly)y=yle=y,

donc y’ =y, ce qu’il fallait prouver.

Lorsque la loi est associative, on peut donc parler du symétrique d’un élément
symétrisable. Si la loi est notée additivement, le symétrique de x s’appelle opposé
de x, et se note —x; si x’ est un élément de E, I’élément x’+(—Xx) se note plus
simplement x’ — x. Si la loi est notée multiplicativement, un élément symétrisable x
est dit inversible; le symétrique de x s’appelle inverse de x, et se note x ~. Lorsque,
de plus, la loi est commutative, et que 1’élément unité est noté 1, ’inverse de x se

1
note encore —.

EXEMPLES

1. Avec cette terminologie,

— dans N muni de addition, seul 0 est symétrisable;

— dans N muni de la multiplication, seul 1 est inversible;

— dans Z, Q, R et C munis de ’addition, tous les éléments sont symétrisables;

— dans Z muni de la multiplication, seuls 1 et —1 sont inversibles;

— dans Q, R et C munis de la multiplication, tous les éléments non nuls sont
inversibles.

2. Dans ’ensemble 2 (F) des parties d’un ensemble E muni de I'intersection
(ou de la réunion), aucun élément autre que 1’élément neutre n’est symétrisable.

Dans #(E) muni de la différence symétrique, tout élément P est symétrisable,
et est son propre symétrique.

La notion de symétrique est lie 2 celle de régularité, que nous avons vue plus
haut. En effet, soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne associative
possédant un élément neutre e. Alors tout élément symétrisable est régulier.

Soit en effet a un élément symétrisable; considérons deux éléments x et y tels que
alx=aly et xla=yla.
Composons les deux membres de la premiére relation 2 gauche par le symétrique
b de a. 1l vient
blalx=>blaly,
soit
elx=ely,

ou encore x = y.
(Ce résultat se déduit de méme de la deuxiéme relation; il suffit de composer les

deux membres & droite par b.)
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On remarquera que la réciproque est fausse : ainsi, dans I’ensemble N, tous les
éléments sont réguliers pour ’addition, mais seul 0 est symétrisable. De méme,
dans I’ensemble Z, tous les éléments non nuls sont réguliers pour la multiplication,
mais seuls 1 et —1 sont inversibles.

Parties stables. Soit £ un ensemble muni d’une loi de composition interne. On
dit qu’une partie P de E est szable pour cette loi si, pour tout couple (x, y) d’élé-
ments de P, x.l y appartient & P.

La restriction & Px P de D’application (x, y) — x 1y définit alors une loi de
composition interne sur P, dite loi induite par la loi de composition L.

EXEMPLES

1. L’cnvsemble E, la partie vide de E, sont des parties stables de E.

2. L’ensemble des nombres pairs est une partie stable de N muni de I’addition;
il n’en est pas de méme de I’ensemble des nombres impairs.

2.2 Morphismes. Soient E et F deux ensembles munis de lois de composition
internes, notées respectivement .L et T. On dit qu’une application f'de E dans F est
un morphisme si, pour tout couple (x, y) d’éléments de E,

flxLly) =) TfG). 6]
Les deux propriétés suivantes sont importantes :

1. L’image par f d’une partie stable P de E est une partie stable de F.
2. L’image réciproque par f d’une partie stable Q de F est une partie stable de E.

Assertion 1. Soit (v, v) un couple d’éléments de f(P). Il existe un couple
(x, y) d’éléments de P tel que f(x) = u et f(y) = v.
Alors

uTo=/x)TSO).

Puisque f est un morphisme, le second membre est égal a f(x L y). Puisque P est
stable, x. 1y appartient & P, et u T v appartient donc a f(P).

Assertion 2. Soit (x,y) un couple d’éléments de f~!(Q). Puisque f est un
morphisme,

fGxly) =) T0).
Puisque Q est stable, le second membre appartient & Q, et x | y appartient donc 2
fHQ).

Soient maintenant E, F et G trois ensembles munis de lois de composition inter-
nes, notées respectivement L, T et %, fun morphisme de E dans F et g un morphis-
me de F dans G. Alors I’application composée g o f est un morphisme de E dans G.
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Soit en effet (x, y) un couple d’éléments de E. Puisque f est un morphisme,
SxLly) =) TF0).
Puisque g est un morphisme,

g Tl = g/ * gL,

soit
(gof) xLy)=(g°f) @) *(g-f) W,

ce qu’il fallait prouver,

Un morphisme établit donc une ressemblance entre deux ensembles munis de
lois de composition internes. Cette ressemblance est évidemment encore plus
frappante — et plus utile — si elle est bijective : d’ot I’intérét de la définition
suivante : Soient E et F deux ensembles munis de lois de composition internes,
notées respectivement L et T. On dit qu’un morphisme f de E dans F est un iso-
morphisme de E sur F si f est inversible et si I’application réciproque de f est un
morphisme de F sur F.

Si f est un isomorphisme de E sur F, f~! est évidemment un isomorphisme
de F sur E. C’est pourquoi, s’il existe un isomorphisme de E sur F, on dit que £
et F sont isomorphes.

En fait, tout morphisme bijectif de E sur F est un isomorphisme.

Considérons en effet deux éléments x’ et y’ de F. Puisque f est inversible, il existe
deux éléments x et y de E tels que x' =f(x) et y' =f(y), & savoir x=f"1(x'),
y=f"1(y"). La relation (1) montre que

JEly) =@ T/ =x"Ty",
soit, en appliquant f ~! aux deux membres :
xLy=fT1e) L0 =TTy,
ce qu’il fallait prouver.
Lorsque les ensembles E et F sont égaux €t munis de la méme loi, les mor-

phismes de E dans F s’appellent endomorphismes de E, et lés isomorphismes de £
sur F, automorphismes de E.

ExeMPLE. Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne. L’appli-
cation identique de E est un automorphisme de E. '

‘Enfin, on peut généraliser la notion de morphisme de la maniére suivante ;

Soient E et F deux ensembles munis chacun de plusieurs lois de composition
internes. On suppose donnée une bijection ¢ de I’ensemble des lois de E sur ’en-
semble des lois de F. On dit alors qu’une application f'de F dans F est un morphisme
de E dans F si, pour toute loi L de E, c’est un morphisme de E muni de la loiL
dans F muni de la loi T associée & L par ’application ¢.
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GROUPES

2.3 Groupes. Soit G un ensemble. On dit que G est muni d’une structure de
groupe (ou encore que G est un groupe) si G est muni d’une loi de composition
interne satisfaisant aux trois conditions suivantes :

-— cette loi est associative;

— il existe un élément neutre;

— tout élément de G est symétrisable.

On dit gu’un groupe G est commutatif (ou encore abélien) si la loi est commu-

tative. :
On notera que tout élément d’un groupe est régulier.

EXEMPLES.

1. Avec cette terminologie, Z, Q, R et C, munis de 1’addition, sont des groupes
commutatifs. L’ensemble Q* = Q— {0}, I’ensemble R*=R —{0}, I’ensemble
C* = C~ {0}, ’ensemble R* des nombres réels strictement positifs, munis de la
multiplication, sont des groupes commutatifs.

2. Soit 2 (E) I’ensemble des parties d’un ensemble, muni de la différence
symétrique. Alors 2 (E) est un groupe commutatif.

Montrons d’abord I’associativité de la différence symétrique (Fig. 2.1). La partie
PAQ est constituée des éléments de E appartenant & une seule des deux parties
P et Q; la partie (PA Q)AR est constituée des éléments de E appartenant a une
seule des trois parties P, Q et R, ou a ces trois parties a la fois; il en est de méme de
PA(QAR).

Fic. 2.1 Associativité de la différence symétrique.
Nous avons déja vu que la différence symétrique est commutative, que la partie
vide est élément neutre, et que tout élément P de 2 (E) est son propre symétrique.
L’ensemble 2 (E), muni de la différence symétrique, est donc un groupe commutatif.

3. On remarquera qu’un groupe n’est jamais vide, puisqu’il contient toujours
I’élément neutre e.
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Un ensemble 2 un élément e peut toujours étre muni d’une structure de groupe,
grice 4 la loi composition interne e L e =e.

4. Groupes a 2 éléments. Un ensemble a deux éléments peut &tre muni d’une
structure de groupe : I'un des éléments est I’élément neutre e; si ’autre élément est
noté x, nécessairement x est son propre symétrique. Donc, en-adoptant la notation
multiplicative pour alléger les calculs :

e?=e¢ ex=xe=x, xX*=c¢.

II est d’usage de rassembler ces résuitats en une table :

[ X
e [ X
X | X e

le premier facteur figurant dans la colonne de gauche, le deuxiéme dans la ligne du
haut, leur produit a I’intersection de la ligne du premier facteur et de la colonne
du second. '

On vérifie réciproquement que cette table définit une structure de groupe, et que
ce groupe est commutatif. '

5. Groupes a 3 éléments. Un ensemble a trois éléments peut &tre muni d’une
structure de groupe : 1’'un des éléments est e; soit x un élément autre que e;
montrons que x ne peut &tre son propre inverse. En effet, supposons par I’absurde
que x* = e, et notons alors y le troisiéme élément du groupe. La relation xy =e
est impossible, car ’inverse de x est x lui-mé&me; la relation xy = x esi impossible,
car elle entraine y = e. (Rappelons que dans un groupe, tout élément est régulier.)
Enfin, la relation xy = y est impossible, car elle entraine x = e (il n’y aurait donc
que deux éléments). En conclusion, le groupe comporte nécessairement les élé-
ments, e, x et x2. D’oi1 la table : ‘

e x x
e le x x?
x | x x? e
x* | x? e x

On vérifie réciproquement que cette table définit une structure de groupe,
et que ce groupe est commutatif.

6. Groupes a 4 éléments. Supposons d’abord qu’il existe un élément x de G
qui ne soit pas son propre inverse, et montrons qu’alors x> est différent de e.
Supposons en effet par I’absurde que x* = ¢, et notons y le quatriéme élément du
groupe. Comme précédemment, nous devons 2liminer les cas

xy = e, conduisantay = x*,

xy = x, conduisantay = e,
xy = x*, conduisantay = x,
xy =y, conduisanta x = e.
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La table est nécessairement :

e x x? x3
e |e x x? x3
2 3
x |x x x e
x? | x? x3 e x
x3 ] x® e x x?

Réciproquement, cette table définit manifestement une structure de groupe

commutatif. )
Supposons maintenant que tout élément de G soit son propre inverse. La table

est nécessairement :

e x y z
e|e x oy z
x|x e z y
yiy =z e. X
ziz x e

Elle peut se résumer ainsi : le produit de deux éléments non neutres est égal au
troisiéme €lément non neutre.

On remarquera de ce fait que cette table ne se raméne pas & la précédente par un
changement de notation.

Réciproquement, on vérifie encore que cette table définit une structure de
groupe commutatif, appelé groupe de Klein.

En résumé, il existe deux lois de groupe sur les ensembles & quatre éléments,
et tous les groupes & quejre éléments sont commutatifs.

7. Groupes de permutations. L’ensemble des permutations d’un ensemble E
(c’est-a-dire I’'ensemble des bijections de E sur lui-méme) est un groupe pour la loi
de composition des applications, appelé groupe symétrique de E et noté Gp. Le
groupe symétrique de Dintervalle [1, n] de N se note &,.

Lorsque 1’ensemble E est fini, on note une permutation ¢ en écrivant sur une
ligne les éléments de E, et en dessous leurs images par o.

Lorsque E a un seul élément @, le groupe des permutations de E se réduit a
Papplication identique de £ :

a

IE:
a

Lorsque E a deux éléments a et b, il y a deux permutations,
a b a b

et ,
a b b a

constituant un groupe a deux éléments.
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Lorsque E a trois éléments a, b, ¢, il y a six permutations :

a b ¢ a b ¢ a b ¢
oy = , 0, = , o4 = ,
! a b ¢ 2 a ¢ b : b a ¢

a b ¢ a b ¢ a b ¢
0y = s o5 = , Og = .
¢ b ¢ a ° ¢ a b ¢ ¢ b a

Leur table de multiplication est la suivante :

oy g, o3 gy o5 G
oy | oy g, o3 A Os Gg
g, | 0, oy Os dg O3 o4
03 | O3 04 oy 03 Og Os
o, | 04 g3 o Gs oy oy
o5 | 05 gg - O, gy 04 O3
os | s o5 o4 o3 o, oy

On constate que ce groupe n’est pas commutatif, puisque, par exemple,
00, = 05, aloTs que 0,05 = 4.

On notera que, dans chacune des tables précédentes, tout élément du groupe
figure une fois et une seule dans chaque ligne et dans chaque colonne, ce qui permet
de contrdler les résultats.

8. Groupe des classes résiduelles modulo 2. Soient R/27Z P’ensemble des
classes résiduelles modulo 27, 8, 8', @ et ¢’ quatre nombres réels. Si 6 =8’ (mod.
27) et @ = ¢’ (mod. 2n), il est immédiat que

0+¢ =6'+¢’ (mod. 27) .
On peut donc définir une addition sur R/2nZ de la maniére suivante :

Soient « et § deux éléments de R/2nZ; on appelle somme de o et de f§, et on
note «-f, la classe de la somme de deux représentants quelconques de « et de .
L’ensemble R/27Z est alors muni d’une structure de groupe commutatif, .

En effet, I’associativité et la commutativité résultent aussitét de 1’associativité et
de la commutativité de I’addition sur R. La classe de 0 est élément neutre, et la
classe de —@ est 'opposé de la classe de 6.

2.4 Sous-groupes. Soient G un groupe et G’ une partie de G. On dit que G’
est un sous-groupe de G si G’ est stable et si, munie de la loi de composition induite
par celle de G, G’ est un groupe. En fait, pour que G’ soit un sous-groupe de G,
il faut et il suffit que :

— la partie G' soit stable;
— D’élément neutre e de G appartienne a G';
— le symétrique dans G de tout élément de G’ appartienne 4 G'.
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Supposons la loi de G notée multiplicativement. Soit ¢ I’élément neutre de G.

Si G’ est un sous-groupe de G, G’ est une partie stable de G. Soit ¢’ 1’élément
neutre de G'. Alors e’e’ = e’; puisque e’ appartient & G, e'e¢=¢’. L’élément &’
étant régulier, e’ = ¢, ce qui montre que ¢ appartient & G'. Enfin, la loi de G étant
associative, le symétrique dans G d’un élément x de G’ est unique, et donc égal au
symétrique de x dans G’; il appartient donc &4 G'.

Réciproquement, soit G’ une partie de G satisfaisant aux conditions de I’énoncé.
Les trois axiomes des groupes sont évidemment vérifiés par G’ munie de la loi
induite par celle de G.

On peut caractériser encore plus simplement les sous-groupes d’un groupe G.

Pour qu’une partie non vide G' de G soit un sous-groupe de G, il faut
et il suffit que, pour tout couple (x, y) d’éléments de G’, le composé de x et du
symétrique de y appartienne 2 G'. (En notation multiplicative, xy "' appartient
a G'; en notation additive, x—y appartient a2 G'.)

En effet, si G’ est un sous-groupe de G, le symétrique y~* d’un élément y de G’
appartient & G'; le composé xy~* appartient encore & G, puisque G’ est stable.

Réciproquement, puisque G’ est non vide, il existe au moins un élément x, de G'.
D’aprés ’hypothése, e =x,x;! appartient & G’. Pour tout élément y de &,
y~1=ey~! appartient & G'. Enfin, pour tout couple (x, y) d’éléments de G’,
xy = x(y~1)"! appartient & G’, ce qui montre que G’ est stable. La proposition
précédente s’applique donc & G'.

EXEMPLES

1. Pour tout groupe G, I’ensemble {e} et G tout entier sont des sous-groupes
de G. :

2. La partie {e, x} est un sous-groupe du groupe de Klein.
3. La partie {o,, 04, 05} est un sous-groupe du groupe des permutations d’un
ensemble 2 trois éléments.

4. Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne. Les automor-
phismes de E constituent un sous-groupe du groupe des permutations de E.

2.5 Morphismes de groupes. Soient G et H deux groupes notés multiplicative-
ment. Un morphisme fde G dans H est une application de G dans H telle que, pour
tout couple (x, y) d’éléments de G,

Sxy) = fx) f() -

Alors :

1. L’image par f de 1’élément neutre ¢ de G n’est autre que 1’élément neutre e’
de H.

L’image f(G') d’un sous-groupe G’ de G par f est un sous-groupe de H. En
particulier, I'image de G par f est un sous-groupe de H, appelé image de f, et noté

Im (f).
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2. L’image réciproque f ! (H') d’un sous-groupe H' de H est un sous-groupe de
G. En particulier, I’image réciproque de {e’} est un sous-groupe de G, appelé
noyau de f, et noté Ker (f).

3. Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit injectif est que son
noyau soit réduit a 1'élément neutre de G.’

Assertion 1. Puisque e est I’élément neutre de G,
1(e*) = f(e) fle) = f(o);

puisque e’ est I’élément neutre de H, f(e) e’ =f(e). L’élément f(e) étant régulier,
fle)=¢'. . :

Soit G’ un sous-groupe de G. L’image de G’ par le morphisme f est une partie
stable de H, contenant 1’8lément neutre de H. Pour tout élément u de f(G'), il
existe un élément x de G’ tel que f(x) =u. Alors

ST ) =) [ =fle) = ¢’

Puisque x~ ! appartient & G, f(x™!) appartient & f(G"), et le symétrique de u
appartient & f(G’). Par suite, /(G') est un sous-groupe de H.

Assertion 2. L’ir_nagé réciproque par f'd’un sous-groupe H' de H est une partie
stable de G, contenant e, d’aprés 1’assertion 1. Pour tout élément x de f~*(H"),

SO = fle) =.¢'.

Puisque H' est un sous-groupe de H, f(x™!) appartient & H', et x~1 appartient &
FTY(H"). 11 en découle que f ~*(H’) est un sous-groupe de G.

Assertion 3. L’image réciproque de {e’} par f contient e. Si S est injectif,
Ker(f) = {e}. '

Réciproquement, supposons que Ker(f) = {e}. Soient x et y deux éléments de
G tels que f(x) = f(y). Alors

foy™ ) =f@ N =¢'.

Donc xy~! appartient & Ker(f). L’hypothése entraine xy~*

= ¢, et donc x = y.

EXEMPLES

1. L’application x + ¢* est un isomorphisme de R, muni de I’addition, sur
R* , muni de la multiplication.

L’application réciproque y > In y est un isomorphisme de R%, muni de la
multiplication, sur R, muni de I’addition. Cet isomorphisme est & 1’origine du
calcul logarithmique et de la régle & calcul.

2. Soit @ un nombre réel non nul. L’application x +— ax est un automorphisme
de R muni de ’addition.

3. Tous les groupes a un élément sont isomorphes; il en est de méme pour les
groupes 4 deux éléments, et pour les groupes a trois éléments.




Structures élémentaires 37

4. Soit E = {a, b} un ensemble & deux éléments. L’ensemble £ (E), muni de la
différence symétrique, est isomorphe au groupe de Klein. En effet, la différence
symétrique de deux parties non vides de E est la troisiéme partie non vide de E:

ANNEAUX

2.6 Anneaux. Soit E un ensemble muni de deux lois de composition internes,
notées L et T. On dit que la loi T est distributive par rapport & la loi L si, pour
tout triplet (x, y, z) d’éléments de E,

xTOLl)=xTy) L(xT2)
et
L) Tx=0Tx)L(ETx).

Remarquons que si la loi T est commutative, ces deux conditions sont équi-
valentes.

EXEMPLES

1. Sur I’ensemble & (E) des parties d’un ensemble E, I’intersection est distribu-
tive par rapport & la réunion, et la réunion est distributive par rapport a I’inter-
section.

2. Sur les ensembles N, Z, Q, R et C, la multiplication est distributive par
rapport & I’addition : pour tout triplet (x, y, z),

x(y+2) = xy+xz.

Remarquons que dans le cas de Z, Q, R et C, I’addition définit une structure de
groupe. Plus généralement, étant donné un ensemble A, on dit que 4 est muni
d’une structure d’anneau (ou encore que A4 est un anneau) si 4 est muni de deux
lois de composition internes, la premiére étant une loi de groupe commutatif,
la deuxiéme étant associative et distributive par rapport 2 la premiére.

On dit que 'anneau A est commutatif si la deuxiéme loi est commutative,
On dit que I’anneau A est unitaire si la deuxi¢me loi posséde un élément neutre;
celui-ci est appelé élément unité de 4, et souvent noté 1.

EXEMPLES

1. Avec cette terminologie, Z, Q, R et C sont des anneaux commutatifs uni-
taires.

2. Anneau des parties d’un ensemble. Soit 2 (E) I’ensemble des parties d’un
ensemble E, muni de la différence symétrique et de I’intersection. Alors 2 (E) est
un anneau commutatif unitaire.

Nous avons déja vu que la différence symétrique est une loi de groupe commu-
tatif, que ’intersection est associative et commutative, et que E est élément neutre

Y

pour D'intersection. Il reste donc & établir la distributivité de Dintersection par
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rapport a la différence symétrique (Fig. 2.2). Calculons & cet effet
(PAR)A(@NR) =[(PAR)U(@ARINLPAR) U (@AR)]
=[(PUu@nRIn[PURUQO].
Or,
PURuQ =(PuUQ)UR,
donc
(PAR)A(Q@NR) =(PAQ)NR,

ce qu’il fallait prouver.

Fi1G. 2.2 Distributivité de I'intersection par rapport a la différence symétrique.

3. Anneau des classes résiduelles modulo n. Soient n un entier strictement
supérieur 4 1, et Z/nZ I’ensemble des classes résiduelles modulo . I est immédiat
que si x est congru a x’ et si y est congru a y’, alors x+y est congru & x'+y’, et
xy est congru & x'y’.

On peut alors définir une addition et une multiplication sur Z/nZ de la maniere
suivante : soient « et f deux éléments de Z/nZ, x un représentant de o et y un
représentant de . On appelle somme de « et 3, et on note o+ B, la classe de x+y.
(Cette classe ne dépend en effet que de o et §, et non des représentants choisis.) De
méme, on appelle produit de « et §, et on note af, la classe de xy.

L’ensemble Z/nZ est alors muni d’une structure d’anneau commutatif unitaire,
’élément unité étant la classe, notée 1, de 1.

Les vérifications sont toutes triviales. Etablissons par exemple la distributivité
de la multiplication par rapport & I’addition : soient o, B et y trois éléments de
Z/nZ, x, y et z des représentants de «, f§ et y. Alors a(f+7) est par définition la
classe de x(y+z), aff est la classe de xy, et ay la classe de xz. 11 suffit donc de
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montrer que x(y+z) est congru a xy+xz, ce qui est évidemment vérifié, puisque
ces deux éléments de Z sont égaux.

4. Anneau des applications d'un ensemble dans un anneau. Soient E un
ensemble et 4 un anneau commutatif unitaire. L’ensemble, noté % (E, 4), des
applications de F dans 4 est lui-méme un anneau commutatif unitaire, 1’addition
et la multiplication étant définies de la maniére suivante :

— la somme de deux applications f et g est 'application, notée f+g, qui a
tout élément x de E associe I’élément f(x)+g(x) de A4;

— le produit de f'et de g est I’application, notée fg,-qui & x associe f(x) g(x).

L’élément neutre pour I’addition est I’application nulle (¢’est-a-dire ’applica-
tion constante prenant pour tout x la valeur 0); ’élément neutre pour la multi-
plication est ’application constante prenant pour tout x la valeur de 1’élément
unité de 4. -

Les vérifications sont encore triviales. Etudions cette fois 1’associativité de la
multiplication, par exemple; soient pour cela f, g et A trois applications de E dans
A. Alors I’application (fg) & associe a x la valeur [ f(x) g (x)] /(x), tandis que ’appli-
cation f(gh) associe & x la valeur f(x)[g(x) h(x)]; ces deux éléments de A4 sont
égaux, puisque la multiplication dans A est associative. Il s’ensuit que les applica-
tions (fg) /1 et f(gh), prenant méme valeur pour tout élément x de E, sont égales, ce
qu’il fallait prouver.

‘En particulier, I’ensemble des suites d’éléments de I’anneau A4 est un anneau
commutatif unitaire (c’est le cas oil I’ensemble E est égal a4 N); ’ensemble des
fonctions d’une variable réelle 4 valeurs réelles est un anneau commutatif unitaire
(c’est le cas ot E=A4 =R).

Régles de calcul dans les anneaux. Nous allons généraliser les régles de calcul
bien connues dans le cas de ’anneau des entiers rationnels.
Pour tout triplet (x, y, z) d’éléments de 4,

x(y—z) = xy—xz.
En effet, d’aprés la distributivité,
x(y—2)+xz = x[(y~2)+z] = xy;
il suffit alors d’ajouter —xz aux deux membres pour obtenir le résultat annoncé.
. On démontre de'méme que
| (y—2)x = yx—zx .
Prenons en particulier z = y; nous voyons ainsi que, pour tout élément x de 4,
x.0=0.x=0.
Prenons maintenant y = 0; alors
x(—z) = —(x2) et (=2) x=—(2x).
En changeant enfin x en —x, nous trouvons que

(—x)(—2) = xz.
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Groupe des éléments inversibles d’un anneaun unitaire. Soit 4 un anneau uni-
taire. L’ensemble G des éléments inversibles de A est une partle stable pour la
multiplication. Muni de la loi induite, G est un groupe.

En effet, G contient évidemment 1’élément unité e de 4. Soient x et y deux élé-
ments de G; alors

O E) =) ) =,
ce qui montre que xy appartient encore & G. Enfin, I’inverse d’un élément inver-
sible est un él¥ment inversible.

2.7 Sous-anneaux. Soient maintenant A un anneau et A’ upe partie de 4.
On dit que A’ est un sous-anneau de 4 si 4’ est stable pour les deux lois de A4 et si,
munie des lois de composition induites par celles de 4, 4’ est un anneau.

(Lorsque I'anneau A est unitaire, on dit qu’un sous-anneau A’ de A4 est unitaire
si ’élément unité de A appartient a A".) En fait, pour qu’une partie non vide 4’ de
A soit un sous-anneau de 4, il faut et il suffit que, pour tout couple (x, y) d’élé-
ments de 4’, x—y et xy appartiennent a4 4'.

Cela résulte aussitot de la caractérisation des sous-groupes.

2.8 Morphismes d’anneaux. Soient A4 et B deux anneaux. Un morphisme f de 4
dans B est une application de 4 dans B telle que, pour tout couple (x, y) d’éléments
de A4, .

Sx+y) = 1) +/(»)

JGxy) =) f) -

L’image f(A4") d’un sous-anneau 4’ de 4 par f est un sous-anneau de B. En
particulier, ’image de A par f est un sous-anneau de B, appelé aussi image de f, et
noté Im(f).

Nous savons en effet que I'image d’un sous-groupe additif par un morphisme est
un sous-groupe additif (voir page 36) et que I'image d’une partie stable pour la
multiplication est une partie stable (voir page 29).

L’image réciproque f ~!(B’) d’un sous-anneau B’ de B est un sous-anneau de 4.
En particulier, I’image réciproque de {0} est un sous-anneau de A, appelé noyau de
7, et noté Ker (f). '

D’aprés ces mémes pages, I'image réciproque d’un sous-groupe additif est un
sous-groupe additif, et I'image réciproque d’une partie stable ast une paptie-stable:.

-Soient maintenant 4 ef B deux ahreaux unitdites. On dit qu'une application "
de A dans B est un morphisme &’ anneaux unitaires si f est un morphisme d’anneaux
transformant 1’élément unité de 4 en 1’élément unité de B. (Cette propriété n’est
pas automatiquement vérifiée. Par exemple, I'application constante et égale &4 0
est un endomorphisme de I’anneau Z, qui ne transforme pas 1 en 1 mais en 0.)

et

2.9 Idéaux d’un anneau commutatif. Soient 4 un anneau commutatif et ¥
une partie de 4. On dit que & est un idéal de A si ¥ est un sous-groupe additif de 4
tel que, pour tout élément x de 4 et pour tout élément y de 7, I’élément xy appar-

. tienne & &Y.
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En particulier, tout idéal de A est un sous-anneau de A.

EXEMPLES

1. Soient 4 et B deux anneaux commutatifs et / un morphisme de 4 dans B.
Le noyau de f est un idéal de 4.

En effet, le noyau de f est un sous-groupe additif de 4. De plus, pour tout €élé-
ment x de 4 et pour tout élément y de Ker (f),

SGp) =) f(») =0,

ce qui montre que xy appartient a Ker (f).

2. Soit 4 un anneau commutatif. L’ensemble {0} et 4 tout entier sont des
idéaux de A. _

3. Soient 4 un anneau commutatif unitaire et a un élément de 4. L’ensemble
des éléments de 4 de la forme xa, olt x appartient & A4, est un idéal de 4.

Remarque. Soit A un anneau commutatif unitaire. Tout idéal de A contenant
I’élément unité de A4 est égal a A tout entier.

.

2.10 Bindme de Newton. Soient 4 un anneau, g et b deux éléments permutables
de A, et n un entier naturel non nul. L’élément (a+b)" peut s’exprimer sous la
forme, dite formule du binéme de Newton :

(a+b)'=Cla"+Cla" b+ ...+ Cla" " PbP+ ... + Cb", 1)

ot les coefficients C? sont des entiers naturels, appelés coefficients binomiaux,
ne dépendant que de # et de p. Ces coefficients sont définis par les formules de

récurrence :

cl=cCi =1, )
Cr=Cy=1, (3
Cl =CP_,+CPZ!, ot pell,n—1]. 4)

Ftablissons la relation (1) par récurrence sur n. Lorsque n =1, il s’agit d’une
évidence. Soit donc n un entier supérieur 4 2; supposons la relation (1) établie
pour ’entier n—1:

(a+by" ' =Cl a4+ CEI AR A CE a4

n—1
- -1
LI

Multiplions les deux membres par a+b; en regroupant les termes en 4"~ ?b”, nous
obtenons la relation (4), ainsi que les relations (2) et (3). -

Les relations (2), (3) et (4) permettent de calculer aisément les coefficients
binomiaux pour tout couple donné de valeurs numériques pour n et p. Il est
d’usage de disposer les coefficients binomiaux dans un tableau triangulaire, appelé

" triangle de Pascal; le coefficient CP est situé a 'intersection de la n-iéme ligne et de
la (p+ 1)-itme colonne. La formule (4) s’exprime en disant que chacun des nom-
bres du tableau est la somme de 1'élément situé juste au-dessus et de I’élément
situé au-dessus et & gauche.
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Ainsi, pour n inférieur a 7,

1
1 .

3 1

6 4 1

10 10 5 1

15 20 15 6 1 _
21 35 35 21 7 1.

P ek ek ek pend
NN bW

Nous pouvons de la sorte écrire la formule du bindme pour n inférieur 4 7 :

(a+b)* = a* +2ab + b*

(@a+b)® = a®+3a*b +3ab* + b®

(a+b)* = a*+4a°b + 6a*b* + 4ab® + b*

(@a+b)® = a® + 5a*b + 10a*b* + 1022 b + 5ab* + b°

(a+b)° = a® +6a°b + 15a*b* + 204> b° + 15a°b* + 6ab® + b°

(a+b)" = a’ +7a%b + 21a°b* + 354*b° + 354 b* + 21a*b° + Tab® + b’.

Remarque. La formule du bindme s’applique 4 tout couple d’éiéments d’un

anneau commutatif; elle s’applique aussi au couple constitué d’un élément quel-
conque et de 1’élément unité d’un anneau unitaire non nécessairement commutatif.

 Ce cas pourra étre utile au chapitre 7 pour le calcul. des puissances n-iémes de
certainés matrices carrées.

2.11 Suites arithmétiques. Soient 4 un anneau commutatif et » un élément de
A. On appelle suite arithmétique de raison r toute suite (u,) d’éléments de 4
satisfaisant 3 la relation de récurrence

Uy = Up_.q + F.
Le terme général s’exprime donc en fonction du premier terme u, par la relation
U, = Ug + nr.
La formule du binéme va nous permettre de calculer la somme, la somme des
-carrés, la somme des cubes, des # premiers termes d’une suite arithmétique.
~ Ecrivons en effet
(o +1)? = ud + 2ugr + 1

Wy +r)? =ul +2u,r+ 12

.......................

Wy +1) = ul_ 4+ 2u,_ v+ 1>,

" En ajoutant membre 4 membre, nous obtenons la relation

2r(ug 4ty + oo Ftty_y) = Wy +1)2—ul —nr? = 2nrug +n(n—1)r%

Can
,,,,,



Structures élémentaires 43

Posons
Sl = u0+u1+...+u,,_1.
Alors :

S, =§[2uo+(n~—1)r].

De méme :

(o+1r)® = ug + 3udr + 3ugr* 4+ r3

(uy+7)° = u} +3uir +3u,r* + 13

Upr+1)° = ud_ +3u2 v+ 3u,_r* + 13,
et:
3r@i +ul 4+ ul )+ 3178, = (ue+nr)® —ud —nrd
= 3nrul + 3n?rfu, + n(n*—1)r3.
Posons
S, =ud+ul+.+ul ).

Alors :

S, =‘§ [6ug + 6(n—1) ruo + (2n*~3n+1) r’].

Ces formules s’appliquent en particulier aux entiers naturels compris entre 1 et 7,
lorsque uy =1 et que r = 1. Ainsi :
_n(n+1)

S ,
! 2

s, - kD @nt1)

2.12 Corps. Soit 4 un anneau. On dit qu’un élément non nul a de 4 est un
diviseur de zéro (bilatére) s’il existe un élément non nul b de 4 tel que

ab = ba =0,

ExeMpLE. Dans I'anneau Z/6Z des classes résiduelles modulo 6, les classes de
2 et de 3 sont des diviseurs de zéro; en effet,

23=32=6=0.
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Remarquons que si un anneau unitaire 4 n’est pas réduit 2 {0}, ’élément 0
n’est pas inversible,
En effet, pour tout élément x de 4,

0.x=x.0=0.

Donc, st 0 est inversible, 1’élément unité est nécessairement égal a 0, auquel cas
tout élément de A est égal 4 0.

Mais on ne peut conclure a priori & I'inversibilité des éléments non nuls. Par
exemple, dans ['anneau Z des entiers rationnels, seuls 1 et —1 sont inversibles.
Ce qui conduit 4 poser la définition suivante :

On dit qu’un anneau unitaire K est un corps s’il n’est pas réduit a {0}, et si tout
¢élément non nul de K est inversible.

Autrement dit, un corps K est un anneau unitaire dont le groupe des éléments
inversibles est égal & K* = K~ {0}.

I n’y a donc pas de diviseur de zéro dans un corps.

Bien entendu, on dit qu’un corps est commutatif si la multiplication 1’est.

ExempLEs. Les anneaux Q, R et C sont des corps commutatlfs en revanche,
I’anneau Z n’est pas un corps.

Sous-corps. Soient K un corps et K’ une partie de K. On dit que K’ est un
sous-corps de K si K’ est stable pour les deux lois de K et si, munie des lois mdmtes
par celles de K, K’ est un corps.

En fait, pour qu’une partie K’ de K soit un sous-corps de K, il faut et il suffit
que K’ soit un sous-anneau de K contenant 1’élément unité de K et que l'inverse
dans K de tout élément non nul de K’ appartienne 4 K'.

Cela résulte aussitot des caractérisations des sous-groupes et sous-anneaux.

EXEMPLES

1. L’ensemble Q est un sous-corps du corps R des nombres réels et du corps C
des nombres complexes.

2. L’ensemble R est un sous-corps de C.
3. L’ensemble Z est un sous-anneau de Q, mais ce n’est pas un sous-corps

de Q.

Idéaux d’un corps commutatif. Soit X un corps commutatif. L’ensemble {0}
et ’ensemble K sont les seuls idéaux de K.

En effet, soit [§ un idéal de K non réduit & {0}. Il existe donc un élément non nul
x de 3. Puisque K est un corps, x est inversible; puisque ¥ est un idéal, x~* x appar-
tient & J. L’idéal J, contenant 1’élément unité de K, est égal 4 K tout entier.

2.13 Suites géométriques. Soient K un corps commutatif et » un élément de K.
On appelle suite geomemque de raison r toute suite (u,) d’éléments de K satisfaisant
2 la relation de récurrence.

un = u,,_ir.
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Le terme général s’exprime donc en fonction du premier terme u, par la rela-
tion
U, = Uor".

La somme 4y +u; + .... +u,_, des premiers termes d’une suite géométrique
est égale a

ng sir=1,

1—-7"

1—r

Up sir#1.

Le premier cas est trivial; dans le deuxi¢me cas, il suffit de vérifier que
A-n+r+..+"H=1-1",

et d’utiliser le fait que I’élément 1 —r, étant non nul, est inversible.
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2.9
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EXERCICES

On considére un ensemble E= {a, b, c} et 'ensemble L (E) des parties de E.
Combien Z(E) comporte-t-il d’éléments? ’
Dresser la table de I'opération U. Y a-t-il un élément neutre? Quels éléments
admettent un symétrique?

Dans Pensemble des nombres réels, on définit une loi de composition interne par
axb=aq,
Est-elle associative? Existe-t-il un élément neutre? Est-elle commutative?

Méme probléme avec a * b = a® + b2,
Méme probléme avec, dans R, ,a * b =‘\/ ab.

Dans I’ensemble Z, on définit une loi de composition interne par a * b = 3a+b.
Est-elle associative? Existe-t-il un élément neutre? Est-elle commutative?

Dans I'ensemble R des nombres réels, on définit une loi de composition interne
par a * b= (a+b)/2.

Est-elle associative ? commutative ? Existe-t-il un élément neutre 7 Montrer
que, pour tout triplet (a, b, ¢) de nombres réels,

ax(b=xc)=(a=b)=*(ax*c).

Dans I’ensemble R% des nombres réels strictement positifs, on définit une loi de
composition interne par a * b = a+1/b.
Est-elle associative? commutative? -

Dans I’ensemble R des nombres réels, on définit une loi de composition interne
par
axb=a+b+ab.
10 Est-elle commutative? associative? Existe-t-il un élément neutre? Tout réel
admet-il un symétrique?
2° Comparer a*(b+c) et (a* b)+(a*c).
3o Comparer a * (bc) et (@asbyla=c),

Sur I’ensemble N des entiers naturels, on définit deux lois de composition internes,
notées # et o, par
axb=a+2b et aocb=2ab.
Sont-elles commutatives? associatives?
Etablir que la deuxiéme loi (notée o) est distributive par rapport a la premiére
(notée ), . v
On définit dans I'ensemble R des nombres réels strictement positifs une loi de
composition interne par
*b ! + !
a ==
a b

Est-elle commutative? associative? Existe-t-il un élément neutre?
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2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

On définit dans I'ensemble R* des réels strictement positifs une loi de composition
interne, notée *, par
1 1 1
a+b=x telque - =—--+-—.
x a b
Est-elle commutative? associative?
Former (a * b) # ¢ et a* (b ¢). Conclusion?

On définit sur 'ensemble R, des nombres réels positifs la loi de composition
interne, notée , qui associe & deux de ses éléments a et b le plus grand de ces
deux nombres.
Cette loi est-elle commutative? associdtive?
Existe-t-il un élément neutre? -
On définit, de méme, la loi, notée o, qui associe & deux éléments a et b le plus petit
de ces deux nombres.
Cette loi est-elle commutative? associative?
Existe-t-il un élément neutre?
Vérifier que chacune de ces lois est distributive par rapport a ’autre, c’est-a-dire
que

ax(boc)y=(axb)o(axc)
et

acbxc)=(@ob)yx(aoc).

Soit E un ensemble muni d’une loi de composition associative, avec un élément
neutre e. Montrer que la relation définie par

a®R b sil existe un élément inversible s tel que as=sb
est une relation d’équivalence.

Montrer que si, dans un groupe, tout élément est son propre symétrique, le groupe
est commutatif,

Montrer que si, dans un groupe, quels que soient les éléments a et b,
(ab)? = a®b?,

le groupe est commutatif.

Soit 4 un anneau. On suppose que tout élément x est tel que x? = x. Montrer que 4
est commutatif,

On définit sur I'ensemble R? deux opérations # et o par

(a, b) = (@', b) = (a+a, b+b), -
(a, b) o (&', b') = (0, bb') .

R? muni de ces opérations est-il un corps?




CHAPITRE 3
LES NOMBRES REELS

3.1 Nombres entiers naturels. C’est A partir de ’ensemble des entiers naturels
que les mathématiciens construisent tous les ensembles de nombres qui leur sont
nécessaires : ils savent méme construire cet ensemble i partir de la théorie des
ensembles, par exemple en posant

0=g
1= (2} = 0u 0}
2 = lu{l}
3=20{2}

et ainsi de suite. Toute la difficulté repose bien entendu dans cet « ainsi de suite »,
mais ce n’est point ici notre propos.

Pour nous, I’ensemble des entiers naturels est un instrument, I’instrument de ce
qui se compte (par opposition & ce qui se pése, ou se mesure). Cette dualité se
retrouve au niveau des machines :

~— machines numériques : utilisant des entiers (exemples : le boulier,
‘ calculateurs électroniques de poche ou de
bureau, ordinateurs);

— machines analogiques : utilisant des grandeurs continues (exemples :
la régle & calculs, calculateurs analogiques).

Soit N={0, 1, 2, 3, 4 ...} I’ensemble des entiers naturels.

a) Opérations

A deux entiers naturels a et b, on sait associer leur somme, a+ b et leur produit
ab par deux opérations appelées respectivement addition et multiplication jouis-
sant des propriétés suivantes :

* Quels que soient les entiers g, b, c,
a+(b+c) = (a+b)+c,
a(be) = (ab) c.
L’addition et la multiplication sont associatives.
e Quels que soient les entiers a et b,

a+b = b+a,
ab = ba.

L’addition et la multiplication sont commutatives.
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o Quel que soit 'entier g,
a+0 =a,
a.l=a.
0 est I’é1ément neutre pour ’addition, et 1 est I’élément neutre pour la multiplica-
tion. .
e Quels que soient les entiers @, b, ¢ :
a(b+c) = ab+ac.

La multiplication est distributive par rapport a 1’addition.

'

b) Relation d’ordre
La relation a < b est une relation d’ordre : en fait elle est & ’origine du choix de
’expression « relation d’ordre » pour désigner les relations
— réflexives :
pour tout entier a, a<a
- transitives :
pour tous entiers a, b, ¢, ,
a<sb et b<e entrainent @ Lec
— et antisymétriques :
a<b et b<a entrainent a=b.
Notons en outre que, pour tout entier naturel p, la relation a < b entraine les
relations
a+p < b+p,
ap < bp.

En outre, cette relation est une relation d°ordre total : quels que soient les entiers
naturels a et b, I’'une des deux relations

a<b ou b<a est satisfaite .
Enfin, si a < b, il existe un entier ¢ unique, noté b—a, et tel que
at+c=>5b.

3.2 Raisonnement par récurrence
a) Propriétés héréditaires
11 existe des propriétés dont 1’énoncé contient un entier # non précisé, par exem-

ple:
n?—n n’est pas un nombre premier,

n? ne divise pas 2" 11,

Une telle propriété est dite héréditaire s’il suffit qu’elle soit vraie pour un entier
n pour qu’elle soit vraie pour le suivant.
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EXEMPLES
1. 3 divise 4"—1 est une propriété héréditaire; en effet, si I’on suppose que
4"—1 = 3k,
alors :

4] = 4@ —1) +3
= 4(3k)+3
= 3@k+1),
ce qui montre que 4”*!—1 est aussi divisible par 3.

2. 3 divise 4"+ 1 est une propriété héréditaire;
en effet, si ’on suppose que

4"+1 = 3k,
alors A
4141 =4@"+1)-3
=4(3k)—3
=3(4k-1),

ce qui montre que 4"*1 +1 est aussi divisible par 3.

b) Axiome de récurrence

Si une propriété héréditaire est vraie pour un entier A particulier, elle est vraie
pour tout entier supérieur a A4.

Assez souvent 4 =0, en sorte que la propriété est vraie pour tout entier.

Le raisonnement par récurrence consiste donc :

a) A établir qu’une propriété est héréditaire;.
b) a montrer qu’elle est vraie pour un entier 4 partxcuher

EXEMPLES.

1. 3 divise 4" — 1 est une propriété héréditaire vraie pour n=0, car alors 4" — 1 =0.
Cette propriété est donc vraie pour tout entier n.

2. 3divise 4"+ 1 n’est pas vraie pourn=0,nin=1,nin=2.., Unraisonnement
direct montre d’ailleurs que cette propriété n’est vraie pour aucun entier ».

Cet exemple rappelle qu’une propriété héréditaire peut parfaitement étre fausse.

3.3 Systémes de numération. Considérons un nombre, écrit sous sa forme
usuelle, par exemple 1974. Le dernier chiffre 4 droite, 4, représente des « unités
simples »; le précédent, 7, représente des dizaines; le précédent, 9, des centaines
(c’est-a-dire des dizaines de dizaines); le précédent 1, représente des milliers
(c’est-a-dire des dizaines de centaines).

Ainsi: .
1974 = 4+7x104+9x 10> +1x 103,

On dit que le nombre est écrit en base 10.
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La base 10 n’est pas la seule utilisée : tout entier supérieur a 2 peut étre utilisé
comme base; 2 lui-méme est trés employé en calcul électronique. Ce systeme a base
2 est dit aussi systéme binaire.

C’est le ithéoréme suivant qui montre la possibilité d’utiliser comme base tout

entier supérieur a 2.
Soit p un entier supérieur 4 2. Tout nombre entier naturel ¢ s’écrit d’une maniére
et d’une seule sous la forme

+ w

a=Y dp* =dop® +dip' +d,p" + ..., (0
g=0

ol, pour tout entier naturel g, d, est un entier appartenant  I’intervalle [0, p—1],
et ot ’ensemble des entiers naturels ¢ tels que d, soit non nul est fini.
La relation (1) porte le nom de décomposition de a dans la base p.

Unicité de la décomposition. Supposons par I’absurde qu’il existe deux décom-
positions distinctes d’un entier a dans la base p :
+ oo

as= Z dp? =do+dip+d,p*+ ...
a=

= Z dp ——-dl +d1p+d2p2+...

Désignons par m, et m, le plus grand et le plus petlt des entiers g tels que d, # d,.
Supposons par exemple d;,, > d,,, ; alors

my

(dry=dw) P = ). (d—d) P,

g=ma+1

ou encore

my
Oy =y = ), (dg—d) P
g=ma+1
Cette relation est contradictoire, car le second membre est divisible par p, tandis
que d,,,—d,,, est non nul et strictement inférieur a p.

Existence de la décomposition. Lorsque a est strictement inférieur  p, ’asser-
tion est triviale. Procédons par récurrence,. en supposant I’existence d’une telle
décomposition prouvée pour tous les entiers naturels a’ tels que a’ <p™, et en la
prouvant pour tous les entiers naturels a tels que a < p™**. Divisons pour cela a
par p"; il existe un couple (d, a’) d’entiers naturels tel que

a=p°d+d, 0<gd <p”

Puisque a < p™*1, il est immédiat que 0 < d < p—1. D’autre part, I’hypothése de
. récurrence s’applique & a’; donc

a =dp"+..+dp +..+dy,
ou d; appartient & [0, p—1] pour tout élément r de [0, n]. Puisque a’ <p™, n est
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strictement inférieur & n,. La décomposition de a en découle, puisque
a=pd+a =dp°+d,p"+..+dp+ .. +ds;

donc d,, = d, d; = d, pour tout élément g de [0, #], d, = 0 dans les autres cas.

Considérons enfin un entier naturel a quelconque. Il reste & montrer 1’existence
d’un entier 5, tel que a < p™. II suffit pour cela de remarquer que, comme p > 1,
p" tend vers +co lorsque » tend vers +co. (Posons en effet p = 1 +A; alors, d’aprés
la formule du binéme de Newton,

pP=1+nh+..+h">1+nh)

EXEMPLES
Lorsque p = 10, nous retrouvons la numération décimale; le nombre 6 807 est
égal par définition &
6x10°+8x10>40x10+7. _
Lorsque p = 2, la numération est binaire. Les seuls chiffres sont 0 et 1; on les

appelle souvent bits (abréviation de la locution anglaise binary digit). Le nombre
100 101 est égal par définition &

1x2°4+0x2*+0x 22 +1x22+0x2+1.
Lorsque p = 8, la numération est octale; les chiffres sont 0, 1, 2, 3 4, 5 6et7. Le
nombre 605 177 est égal par définition &
6x854+0x8* +5x83+1x8%+7Tx8+7.
Passage du systéme binaire au systéme décimal. Nous venons de voir I’inter-

prétation de ’écriture d’un nombre en binaire, obtenue en traduisant bit par bit.
On aura intérét en pratique 2 connaitre par cceur les premiéres puissances de 2 :

2 =1 28 =256

2t =2 2° =512
22 =4 210 = 1024
28 =38 21 = 2048
2* =16 212 = 4096
25 =32 213 = 8192
28 = 64 214 = 16 384
27 = 128 215 = 32768

Ainsi, le nombre binaire 100 101 a pour équivalent décimal 32+4+1 = 37.

Passage du systéme octal au systéme décimal. 1l suffit d’extraire du tableau
précédent le tableau des puissances de 8 :

80 =

gl =8

82 = 64
8% = 512
8% = 4096

8° = 32768
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Ainsi, le nombre 605 177 a pour équivalent décimal
196 608 42 560+ 64 +56+7 = 199 295 .

Passage du systéme binaire au systéme octal. 1l suffit de grouper les bits par
paquets de trois en comptant & partir de la droite, et d’utiliser le tableau suivant :

binaire octal

000
001
010
011
100
101
110
111

N UD WO

Nous trouvons ainsi la traduction octale de 100 101, & savoir 45, et celle de
1111 101 000, a savoir 1 750.

Passage du systéme octal au systéme binaire. Le méme tableau, lu a ’envers,
permet de remplacer chaque chiffre octal par un triplet de bits. Par exemple,
605 177 se traduit par

110 000 101 001 111 111.

Passage du systéme décimal au systéme octal. On obtient les chiffres de la droite
vers la gauche, en prenant le reste de la division du nombre donné par 8, le reste du
quotient obtenu dans la division par 8, et ainsi de suite. Par exemple, pour con-
vertir 1 000 en octal, on divise 1 000 par 8; il reste 0, donc le dernier chiffre est 0. Le
quotient est 125, que ’on divise par 8; il reste 5, et le quotient est 15. On divise 15
par 8; le reste est 7, et le quotient 1. Ce dernier quotient est égal au premier
chiffre de 1’équivalent octal de 1 000 : nous avons en effet trouvé, au bout de trois
divisions par 8, que 1 000 est inférieur 4 8%, et que le quotient dans la division de
1 000 par 8> est 1. Finalement, nous obtenons le résultat annoncé :

1750.

Passage du systéme décimal au systéme binaire. La méthode précédente
s’applique, avec cet avantage que les restes dans une division par 2 sont égaux 2 0
ou 1. Divisons par exemple 1 000 par 2; le reste est 0, le quotient 500. On répéte les
divisions par 2, et I’on obtient successivement comme restes et quotients : 0 et 250,
Oet125,1et62,0et31,1et15,1et7,1et3,1etl. Ce dernier quotient est égal au
coefficient de 2° dans I’écriture binaire de 1 000. D’ou le résultat

1111101000.

11 a fallu neuf divisions, au demeurant tres simples.

On peut aussi commencer par la gauche, et déterminer les coefficients des
puissances décroissantes de 2 4 ’aide du tableau donné précédemment. Pour le
nombre 1 000, on vérifie d’abord qu’il y a dix bits, puisque 1 000 est strictement
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inférieur a 1 024. On retranche la plus grande puissance de 2 inférieure 4 1 000, 2
savoir 512; on cherche ensuite quelle est la plus grande puissance de 2 que ’on
peut retrancher de 1000—512 =488, etc. On obtient ainsi la décomposition
binaire
1%5124+1%x2564+1%x1284+1%x644+1x32+0x16+1x8+0x4+0x2+0x1

et bien entendu le méme résultat que ci-dessus.
Cette méthode est trés connue en pratique sous le nom de méthode des pesées
successives.

3.4 Nombres entiers rationnels. Nous ne rappelons pas la construction de
I’ensemble Z des entiers rationnels (parfois appelés entiers relatifs) & partir de
I’ensemble N des entiers naturels, ni la définition des lois et de 1’ordre sur Z. Nous
nous contentons comme d’habitude de rappeler les résultats fondamentaux.

L’ensemble Z, muni de I’addition et de la multiplication, est un anneau commu-
tatif unitaire. L’ensemble N est une partie de Z, stable pour 1’addition et la multi-
plication; les lois sur Z prolongent les lois de méme nom sur N. (Autrement dit, la
somme et le produit de deux entiers naturels, au sens des opérations sur Z, ne sont
autres que les entiers naturels obtenus par 1’addition et la multiplication au sens de
N; il n’y a donc pas d’inconvénient & noter de la m&me maniére 1’addition sur N et
I’addition sur Z; de méme pour la multiplication.)

La relation d’ordre dans Z est une relation d’ordre total, prolongeant la relation
d’ordre dans N. (Autrement dit, soient m et » deux entiers naturels; les relations
m < n au sens de N et au sens de Z sont équivalentes. Il n’y a donc pas d’incon-
vénient a noter de la méme maniére les relations d’ordre dans N et dans Z.)

Les éléments de N sont les éléments positifs de Z (c’est-a-dire les éléments
supérieurs a 0). ' '

De plus, pour tout entier rationnel p, la relation m < »n entraine la relation
m+p < n+p; sip est positif, la relation m < n entraine aussi la relation mp < np.

Ces propriéiés se généralisant aux cas des nombres rationnels et des nombres
réels, nous avons intérét & poser les définitions suivantes :

Anneaux commutatifs ordonmés. On dit qu’un anneau commutatif 4 est
un anneau ordonné s’il est muni d’une relation d’ordre telle que, pour tout élément
p de 4, la relation m < n entraine la relation m+p <n-+p, et, si p est positif, la
relation m < n entraine aussi la relation mp < np.

Avec cette terminologie, 'anneau Z est un anneau ordonné.

Anneaux archimédiens. On dit qu’un anneau totalement ordonné A4 est
archimédien si, pour tout élément strictement positif x de 4 et pour tout élément
_positif @ de 4, il existe un entier naturel » tel que a < nx.

Avec cette terminologie, ’anneau Z est archimédien.

Revoyons maintenant la division, appelée aussi division euclidienne. Soient a et
b deux entiers rationnels, b étant strictement positif. Il existe un couple (g, r) et un
seul d’entiers rationnels tel que

a = bg+r, 0<r<b.
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Les nombres g et r s’appellent respectivement quotient et reste de la division de a
par b.

Pour établir 'unicité du couple (g, r), considérons un deuxiéme couple (¢’, )
d’entiers rationnels tel que

a=bq'+r', O<r.’<b.
Soustrayons les deux relations membre & membre; il vient

r=r'=5b(@'-q,

d’ol |
lr—r'| = blg"—q|.

Supposons par ’absurde g’ # ¢q; alors
b<blg—ql=Ir"-r],

ce qui contredit la relation
[r'—rl < b.

D’ou g’ = g, et finalement r’ =r.

Pour établir 1’existence du couple (g, r), il convient de distinguer deux cas
suivant le signe de a (le cas ol @ = 0 étant trivial). Considérons par exemple le cas
ou a est strictement négatif. L’ensemble des entiers ¢ tels que a—bg soit positif
est non vide, puisqu’il contient le nombre g, et majoré par —a; il admet donc un
plus grand élément g,. Posons ry = a—bq, ; par définition, r, est positif. De plus,
rp est strictement inférieur & b, puisque, dans le cas contraire, a—b(g,-+1) serait
encore positif. Le couple {gq,, ry) convient donc.

3.5 Structure des idéaux de Z. Les idéaux de I’anneau Z ne sont autres que les
sous-groupes additifs de Z.

De plus, pour tout idéal 7§ de Z, il existe un élément positif d de ¥ et un seul tel
que 3 soit P’ensemble des multiples de d.

En effet, tout idéal de Z est un sous-groupe additif de Z. Réciproquement,
soient G’ un sous-groupe additif de Z et ¢ un élément de G'. Puisque G’ est stable
pour I’addition, on vérifie par récurrence que, pour tout entier naturel #, na appar-
tient & G'. L’opposé de na, a savoir (—n) a, appartient aussi au sous-groupe additif
G’, ce qui montre que G’ est un idéal de Z.

Soit & un idéal de Z. Ecartons le cas trivial ot § = {0}. Il existe donc un élément
non nul n de . Puisque —n» appartient & 3, |n| appartient 2 5, ce qui montre que
I’ensemble des éléments strictement positifs de 7 est non vide. Soit d son plus petit
élément. Considérons un élément @ de 5, et la division euclidienne de a par d :

a=dg+r, 0<r<d.

Puisque d appartient & J, il en est de méme de dg, et aussi de r = a—dg, car Y est un
idéal. La relation 0 < r <d montre alors que r =0, par définition de d. Récipro-
quement, nous savons que tout élément de Z de la forme dg appartient a .

Enfin, soit d’ un élément strictement positif de {3 tel que ¥ soit ’ensemble des
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multiples de d’. Alors d est un multiple de 4’. Comme ¥ est I’ensemble des multiples
de d, d’ est un multiple de 4. L’antisymétrie de la relation de divisibilité dans N*
implique que d’ = d.

3.6 Nombres rationnels. Il n’est pas de notre propos d’exposer la construction
du corps Q des nombres rationnels & partir de I’anneau Z des nombres entiers
rationnels. Nous nous contentons encore de rappeler les résultats fondamentaux.

L’ensemble Q des nombres rationnels, muni de I’addition et de la multiplication,
est un corps commutatif. L’ensemble Z est un sous-anneau de Q, les lois sur Q
prolongeant les lois de méme nom sur Z.

La relation d’ordre dans Q est une relation d’ordre total, prolongeant la relation
d’ordre dans Z, et faisant de Q un corps ordonné.

De plus, le corps des rationnels est archimédien.

Les nombres décimaux sont des rationnels particuliers qui jouent un grand role
en calcul numérique.

On dit qu™un nombre rationnel r est décimal s’il existe un entier naturel m
tel que le nombre 10™ r soit un entier rationnel.

L’ensemble, noté D, des nombres décimaux, muni de 1’addition et de la multipli-
cation, est un sous-anneau de Q.

Tout nombre décimal strictement positif » s’écrit d’une maniére et d’une seule
sous la forme

my
r=y d,10°, ¢))
q=mz
ol m, et m, sont deux entiers rationnels, et oll, pour tout entier rationnel ¢ appar-

tenant a lintervalle [m,, m,], d, est un entier naturel appartenant a I’intervalle
[0,9), d,, #0, d,, #0.

En effet, il est immédiat que tout entier rationnel est un nombre décimal (il
suffit de prendre m == 0).

Soient r et s deux nombres décimaux. Il existe par hypothése deux entiers
naturels m et n tels que 10™ r et 10" s appartiennent 2 Z. Il en résulte que 10™*" rs
appartient & Z, et donc que rs est un nombre décimal; en posant [ = sup (m, n),
nous voyons de méme que 10*(r—s) appartient & Z, et donc que r—s est un nombre
décimal. Il en résulte que D est un sous-anneau de Q.

La décomposition de r sous la forme (1) résulte du n° 3.4 lorsque  est un
entier naturel. Dans le cas contraire, écrivons r sous la forme r = 10™ a, ot —m,
désigne le plus petit des entiers naturels m tels que 10™ r appartienne & N. Formons
la décomposition décimale de a; I’existence et 1’unicité de la décomposition de r
s’obiennent aussit6t en .multipliant les deux membres de la décomposition de a par
10™=,

3.7 Suites de nombres rationnels. On dit qu’une suite de nombres rationnels de
terme général u, est convergente s’il existe un nombre rationnel / possédant la
propriété suivante :
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Quel que soit le nombre rationnel strictement positif ¢, il existe un entier naturel
no tel que, pour tout entier n supérieur & ny, la différence u,—! soit en valeur
absolue inférieure 2 ¢.

Lorsqu’il n’existe pas un tel nombre /, on dit que la suite de terme général
u, est divergente.

Un tel élément /, s’il existe, est unique. On dit alors que / est la limite de la suite
de terme général u,, ou encore que cette suite converge vers /, ce qu’on note

I = lim u,.
n— +oo

Soient en effet / et I deux tels éléments. Alors, pour tout entier naturel n,
=T < =u,| + lu,~1'].
Par hypothése, pour tout nombre rationnel strictement positif ¢, il existe un entier
naturel n, tel que la relation n, < # implique la relation
[u,—1] < &.
Il existe de méme un entier naturel n tel que la relation ny < 7 implique la relation
lu,—1'] < ¢.
Choisissons » supérieur i n, et & ng ; nous voyons que
-1l < 2e,
ce qui implique 1’égalité de /et de /',

EXEMPLES

1. La suite de terme général 1/n si n54 0 et de premier terme u, = 0 converge
vers 0. _
11 suffit en effet de prendre n, > 1/e.

2. La suite de terme général 1/a", ol a est un nombre rationnel strictement
supérieur 4 1, converge vers 0.

Nous avons déja vu au n° 3.4 que le nombre 4" est supérieur a tout nombre donné
b, & partir d’un certain rang. Il suffit de prendre b > 1/e.

La définition des suites convergentes a I'inconvénient manifeste de faire inter-
venir la valeur de la limite éventuelle. Il serait intéressant de pouvoir caractériser
Iexistence d’une limite sans essayer toutes les valeurs possibles pour /.

C’est le but de la définition suivante :

On dit qu’une suite de nombres rationnels de terme général u, est une suite de
Cauchy si, quel que soit le nombre rationnel strictement positif ¢, il existe un entier
naturel n, tel que, pour tout couple (r, s) d’entiers naturels supérieurs 2 n,, la
différence u,—u, soit en valeur absolue inférieure 2 &.

La condition précédente, dite condition de Cauchy, est une condition nécessaire
de convergence :

Soit en effet une suite de rationnels de terme général u, convergeant vers .
Par hypothése, pour tout nombre rationnel strictement positif e, il existe un entier
n, tel que, pour tout entier » supérieur a ng,

[u,—1] < g/2.
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Soient r et s deux entiers supérieurs a ng ; alors
‘ur—us' < Iur'_” + lus_ll S

La condition de Cauchy n’est malheureusement pas une condition suffisante
de convergence des suites de nombres rationnels, ainsi qu’en atteste I’exemple
fondamental ci-dessous :

EXEMPLE. La suite d’éléments de Q de terme général

1 1 1
Uy =14+—+—+4+ .. +—
1 2! n!
est une suite de Cauchy non convergente.
Pour vérifier qu’il s’agit d’une suite de Cauchy, introduisons deux entiers r et s,
r < et majorons la différence u,—u, :

1 1 1

= + + .o+
r+D! (r+2)! s!

u,

1 [, 1 1 ]
= — 1+ I T
r+D1L r+2 F+2)(r+3)...s

Pour cela, minorons les dénominateurs :

1 1 1 1
u,—u, < 1+ + 2+...+'—‘——_‘-‘_*‘1‘.
+DIL r+2 (r+2) r+2)°"

Nous reconnaissons la progression géométrique de premier terme 1/(r+1)! et de
raison 1/(r+2); le second membre est donc égal a

) 1 s
1 T \r+2

3

r+pt 1
r+2
quantité inférieure &
1 1 r+2 < r+2 1
(r+1)!'1__1__ Fe+D? e +20) !
r+2 '

Il est clair que 1/(r . r!) tend vers O lorsque r tend vers + oo ; quel que soit le nombre
rationnel strictement positif &, il existe donc un entier naturel n, tel que I’inégalité
ny < r implique ’inégalité u,—u, < ¢, ce qu’il fallait prouver.

Supposons maintenant que la suite de terme général u, converge vers un nombre
rationnel e = p/q. 1l résulte de Ia majoration précédente que

1
u, < e < u,+—.
n.n!
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Prenons alors n égal A ¢; il vient
0
_p_ — uq + —_—
q q.9!

olt § est un nombre rationnel appartenant a I'intervalle ]0, 1[. Multiplions enfin les
deux membres de la derniére relation par g.¢q! Nous trouvons un entier au premier
membre, et la somme d’un entier et de 6 au second membre, ce qui est contra-
dictoire.

Cet exemple montre 'insuffisance du corps des rationnels en analyse. On est
donc amené i construire un corps R contenant Q, et ou toute suite de Cauchy
de rationnels converge (vers un élément de R, et non plus nécessairement vers un
élément de Q). :

3.8 Nombres réels. Toute construction de ’ensemble des nombres réels est en
dehors du cadre de cet ouvrage. Nous nous contentons une fois encore d’énoncer
les résultats fondamentaux.

L’ensemble R des nombres réels est muni d’une structure de corps commutatif
ordonné. L’ensemble Q est un sous-corps de R, les lois sur R prolongeant les lois de
méme nom sur Q, et I’ordre dans R prolongeant 1’ordre dans Q.

Enfin, le corps R est archimédien.

Les définitions des suites convergentes et des suites de Cauchy doivent étre
modifiées comme suit, dans le cas des nombres réels : il suffit de remplacer le
- nombre rationnel strictement positif ¢ par un nombre réel strictement positif ¢, et
le nombre rationnel / par un nombre réel /.

Le corps des nombres réels posséde les deux propriétés fondamentales suivantes :

Tout nombre réel est limite d’une suite de nombres rationnels.
Toute suite de Cauchy de nombres réelsiest une suite convergente.

De la sorte, la condition de Cauchy est une condition nécessaire et suffisante
de convergence d’une suite de réels. Elle porte le nom de critére de Cauchy, et
s’énonce : '

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite de nombres réels de
terme général u, soit convergente est que, pour teut nombre réel strictement
positif ¢, il existe un entier naturel n, tel que, pour tout couple (r, s) d’entiers
naturels supérieurs & n,, la différence u, —u, soit en valeur absolue inférieure a e.

Les éléments du complémentaire de Q dans R sont appelés nombres irrationnels.
Par exemple, la suite de terme général

1,1 1
L+ —+—+ .. +—=
1 2! n!

est une suite de Cauchy de nombres réels; elle converge donc (au sens de R) vers un
nombre réel, noté e, lequel n’est pas rationnel.
Nous avons montré au passage qu’il existe des nombres irrationnels.

QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 1 3
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Enongons encore deux théorémes trés importants :

o Théoréme des segments emboités. Soit (T,) une suite décroissante (au sens de la
relation d’inclusion) d’intervalles fermés bornés non vides [a,, b,] de R.

St la longueur b, —a, de Pintervalle T, tend vers 0, lintersection des intervalles T,
est constituée d’un point | et d’un seul, et les suites de termes généraux a, et b,
convergent toutes deux vers 1.

o Théoréme de la borne supérieure. Toute partie majorée non vide de R a une
borne supérieure.

De méme, toute partie minorée non vide de R a une borne inférieure.

11 résulte de 1a que tous les intervalles non vides de R sont de ’un des neuf types
suivants :

— intervalle fermé borné [a, b}, ensemble des réels x tels que a<x<b
— intervalle ouvert borné la, B[, ensemble des réels x tels que a<x<b
— intervalle semi-ouvert [a, b[, ensemble des réels x tels que a<x <b
— intervalle semi-ouvert J]a, b}, ensemble des réels x tels que a<x<b
— demi-droite fermée [a, +o0], ensemble des réels x tels que a < x

— demi-droite ouverte la, +of, ensemble des réels x tels que a<x

— demi-droite fermée ]—o0,b], ensemble des réels x tels que x < b

— demi-droite ouverte ]—o00,b [, ensemble des réels x tels que x <b

— droite numérique ] —o0, +00[, ensemble de tous les réels.

Rappelons qu’une suite (u,) est croissante si, pour tout entier naturel z,
u, < U,41, €t qu’une suite est majorée si son image est une partie majorée de R.
On définit de méme les suites décroissantes et les suites minorées.

1l résulte aussi de ce théoréme qu’une suite croissante de nombres réels converge
si et seulement si elle est majorée.

De méme, une suite décroissante de nombres réels converge si et seulement si
elle est minorée.

3.9 Racine n-iéme d’un nombre réel positif. Soit # un entier naturel non nul.
Nous admettons provisoirement que ’application x — x" est une bijection de 1’én-
semble R, des nombres réels positifs sur lui-méme. Alors 1’application réciproque
de I’application x + x" s’appelle fonction racine n-iéme; sa valeur en un point y.de
R, s’appelle racine n-iéme de y, et se note y*/*, ou encore {/37 '

Ainsi, le nombre J/y est défini comme I’unique solution positive de I’équation
x" =y, oll y est un nombre réel positif donné.

\/}orsque n =2, le nombre réel positif \2/5 s’appelle racine carrée de y, et se note
.

Plus généralement, on peut donner un sens a I’écriture ¥ pour y positif et r
rationnel : nous reverrons cela d’une maniére bien plus simple et bien plus générale
dans le second tome, aprés 1’étude des logarithmes.
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3.10 Récapitulation. Nous avons vu un certain nombre d’ensembles de nom-
bres, R, et des sous-ensembles de R :

a) ’ensemble N des entiers naturels
N=1{0,1,2,3...};
b) I'ensemble Z des entiers rationnels
Z={. -3-2,-1,0, +1, +2, +3,...};
¢) I’ensemble D des nombres décimaux, nombres r tels qu’il existe un entier
naturel m et un entier rationnel a vérifiant
10"r = a;
d) I’ensemble Q des nombres rationnels, nombres r tels qu’il existe deux entiers
rationnels p et g, g # 0, vérifiant
pr=4q.
Ces divers ensembles sont inclus I’un dans 1’autre :
NcZcDcQcR,
et toutes ces inclusions sont strictes :
a) N # Z puisque par exemple —1e€Z et —1¢N,
b) Z # D puisque par exemple 1071 eD et 107'¢Z,
¢) D # Q puisque par exemple 1/3€¢Q et 1/3¢D,
d) Q # R puisque par exemple ./2eR et /2¢Q.
Munis de 1’addition, de la multiplication et de la relation d’ordre, ces ensembles ont
les propriétés suivantes :

R est un corps commutatif totalement ordonné,
Q est un corps commutatif totalement ordonné,
D est un anneau commutatif totalement ordonné,
7. est un anneau commutatif totalement ordonné.

En outre R est caractérisé par le fait que toute partie non vide majorée admet une
borne supérieure. Cette propriété fondamentale sera trés utilisée en analyse.
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3.2

3.3

34

35
3.6
3.7

3.8

3.9
3.10
3.11

3.12

EXERCICES

Démontrer par récurrence 1’égalité
1424+3+...+n=n(n+1)/2.

Démontrer par récurrence 1’égalité

12422432+ .+t =n(n+1)2n+1)/6 .

Démontrer par récurrence que, quel que soit n, le nombre 32"*! + 2"*2 est divi-
sible par 7.

Démontrer par récurrence que, quel que soit ’entier n strictement positif, le
nombre 72 (n%— 1) est divisible par 12.

Montrer que le nombre \/i +\/§ n’est pas rationnel.
Montrer gue le nombre \/5_+\/§ +\/ 5 n’est pas rationnel.

Soient a, b, ¢, d quatre nombres rationnels et fla fonction de R dans R définie par

Comment faut-il choisir a, b, ¢, d pour que I"image de cette fonction soit contenue
dans Q?

On note E(x) le plus grand entier inférieur & un réel x.

1° Montrer que E(x+y)= E(x)+ E(»).

2° Soit # un entier. Démontrer I’égalité E(E(x)/n) = E(x/n).
Montrer que le nombre (2+ \/-2')'l +Q2- \/f)" est entier.

Déterminer le sous-groupe du groupe additif R engendré par 1/7.

Déterminer le sous-anneau de 'anneau R engendré par 1/7.

Déterminer le sous-corps du corps R engendré par 1/7.




CHAPITRE 4
LES NOMBRES COMPLEXES

4.1 Présentation des nombres complexes. Rappelons que I’équation du
second degré :

ax* +bx +c=0 6))

admet des racines si et seulement si son discriminant 4 = b* — 4 ac est positif.
Ces racines sont alors :

_—b+d,_—b-d
2a * '

* = - 2a

Dans le cas ou 4 = 0, ces racines sont confondues; leur valeur commune
est — b/2 a. Enfin, dans le cas ou 4 < 0, I'ensemble des solutions est vide. En
particulier, I’équation :

x2+1=0 ' o)

n’admet pas de solution. Redémontrons directement ce résultat en remarquant
que, pour tout nombre réel x, x2 > 0 ; par suite, x> + 1 > 0,etdonc x? + 1 # 0.

Or, les racines de I’équation (1), si elles existaient, seraient trés commodes
dans de nombreux calculs. C’est pourquoi des mathématiciens italiens du
XVvI® siécle, Bombelli et Cardan (I'inventeur du joint homocinétique, utilisé sur
toutes les automobiles & traction), ont eu I’idée d’introduire un nombre solution
de I’équation (2). Un tel nombre est dit imaginaire (car ce n’est pas un nombre
réel) ; pour cette raison, il est noté i, du moins par les mathématiciens ne se
souciant pas des applications a 1’¢lectricité. Dans le présent cours, destiné aux
ingénieurs et aux futurs ingénieurs, nous réservons la lettre i & l'intensité d’un
courant, et nous noterons j I'une des solutions de ’équation (2).

Les nombres de la forme a + bj, ou a et b appartiennent & R, sont appelés
nombres complexes. Les regles de calcul sur les nombres complexes sont exac-
tement aussi simples que dans le cas des nombres réels... a condition toutefois
de penser 4 remplacer systématiquement j* par — 1. °

Nous verrons que les nombres complexes, inventés pour résoudre I'équa-
tion (2), permettent de résoudre I’équation la plus générale (1), méme lorsque
4 < 0. Nous terminerons bien entendu ce chapitre par des applications au cou-
rant alternatif, suivant les travaux du grand ingénieur américain Steinmetz (1890).

4.2 Corps des nombres complexes. Il existe de nombreux procédés de
construction des nombres complexes. Le plus simple consiste & munir l'en-
semble R? des couples (a, b)) de nombres réels des deux lois de composition
suivantes :

— L’addition, définie par
(@ b))+ @, bYy=(@+d,b+10b);
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— La multiplication, définie par
(a, b).(d, b)) = (ad’ — bb', ab' + ba).

On démontre que, muni de ces deux lois, I'ensemble R? est un corps commu-_
tatif ; ce corps est appelé corps des nombres complexes et noté C.

L’élément neutre pour I'addition est le couple (0, 0); I’¢lément neutre pour
la multiplication est le couple (1, 0). En outre, I'élément (0, 1) satisfait a la rela-
tion (0, 1) + (1, 0) = (0, 0).

L’application @+ (a, 0) est un morphisme injectif de R dans C, permettant
d’identifier le corps R 4 un sous-corps de C. En particulier, les éléments (0, 0)
et (1, 0) seront notés plus simplement 0 et 1, comme dans tout corps. L’élé-
ment (0, 1), qui est une solution de I’équation (2), sera noté j.

4.3 Forme cartésienne des nombres complexes. Les relations
@b)=(@0+ @020 e (0,0)=(0.01)

montrent que tout nombre complexe z = (g, b) peut s’écrire sous la forme

z =a + bj

De plus, une telle écriture est unique : soient en effet (a, b) et (4, b') des couples
de nombres réels tels que :

a+bj=da+b]j.
Alors (b — b)j = a' — a. Si b — b’ était non nul, nous pourrions €crire j sous
la forme : :
a—a

i

ce qui contredit le fait que j n’appartient pas & R. Donc &' = b et, par suite,
@ = a, ce qu’il fallait prouver. ‘

L’écriture a + bj est appelée forme cartésienne du nombre complexe z (en
I'honneur de René Descartes, qui a pensé le premier 4 utiliser des couples de
nombres réels). :

Le nombre véel a s'appelle partie réelle du nombre complexe z, et se note Re (z) ;
le nombre réel b s’appelle partie imaginaire du nombre complexe z, et se note Im (z).
Les nombres complexes de partie réelle nulle sont dits imaginaires purs.

Avec ces notations, la somme et le produit de deux nombres complexes
z=a+ bj et zZ =da + b'j s’écrivent :
z4+zZ=@+b)+@+b)=a+d+®+Db)j,
zZ =(@a+ bj)(@ + b j) =ad — bb + (ab' + ba)j.
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Les parties réelle et imaginaire d’une somme ou dun produit de nombres
complexes sont donc données par les formules suivantes :

Re(z + Z) = Re (2) + Re(2),
Im(z + 2) =Im(2) + Im (),
Re (zz') = Re (2).Re (z') — Im (2).Im (2),
Im (zz') = Re (2).Im (z') + Im (z).Re (Z) .

EXBMPLES.
10 Calculer la somme de 3 + 4j et de 1 — j

BGH4DA-D=3+1+@-1Dj=4+3j.
20 Calculer le produit de 3 + 4j et de 1 +j
B+4)DA+)=3+4j+3j+477=—-1+7j.

4.4 Nombres complexes conjugués. L’application de C dans lui-méme qui
@ tout nombre complexe z = a + bj associe le nombre complexe z = a — bj est
un automorphisme, égal d son application réciproque :

Z =2z,

Le nombre complexe z est dit conjugué de z ; vu la symétrie entre z et z, on dit
aussi que les nombres complexes z et Z sont conjugueés.

Il est en effet immédiat que cette application est bijective, puisqu’elle admet
une application réciproque (3 savoir elle-méme). De plus, pour tout couple (z, z)
de nombres complexes,

stz —a4+d—(b+b)j=a—-bi+d—-bj=7+7,
77 =ad — bb — (ab + bd)j=(a—bj)(@ —bj)=27.

Propriétés des nombres complexes conjugués. La somme de deux nombres
complexes conjugués est réelle, leur différence est imaginaire pure. Plus préci-
sément :

z+zZ=2Re(2),
z—z=2jIm(2).
En particulier, pour que z = z, il faut et il suffit que z soit réel; pour que
7 = — z il faut et il suffit que z soit imaginaire pur.

Le produit de deux nombres complexes conjugués est un nombre réel positif.
Plus précisément : B

z.Z = [Re (2)]* + [Im (2)]*.
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EXEMPLE.

Prenons pour z le nombre complexe 3 + 4j. Alors :
Z=3—4j z+2z2=206 z—Z=28] z.z2=9 416 =25.
Remarque. Pour obtenir la forme cartésienne d'un quotient

_a-+b
=TT

on multiplie le numérateur et le dénominateur par le conjugué de celui-ci :

=(a+bj)(c-dj)_ac+bd+.bc—ad
Crd)c—a) 2+ ‘2xa

EXEMPLE.
Calculer z = 3+ 4.J'
1+
344D -3 34+ 4 (4 — 3 7 .
;o DA-9_3+4+i )=§+%J'

A+pa-j 1—j2

4.5 Module d’an nombre complexe. Nous venons de voir que le produit de z
par son conjugué est un nombre réel positif. La racine carrée de celui-ci s’appelle
module du nombre complexe z et se note |z | :

|z | = /2.2 = /a® + b*.

En particulier, lorsque z est réel, le module de z n’est autre que la valeur absolue
de a, ce qui explique pourquoi on emploie le méme symbole pour le module
d’un nombre complexe et la valeur absolue d’un nombre réel.

La définition du module de z fait jouer des rbles analogues & z et & Z; ainsi,
des nombres complexes conjugués ont le méme module :

lz|=1z].
Pour tout nombre complexe z,
IRe@|<1z], [|m@]|<]z].

En outre, la premiére inégalité devient une égalité si et seulement si z est réel ;
la seconde inégalité devient une égalité si et seulement si z est imaginaire pur.
1l s’agit de conséquences immédiates de la relation

|z]* =z.Z=[Re(@)]* + [Im (2)]*.

1l est clair que z est nul si et seulement si son module est nul.
Examinons maintenant les modules d’une somme, d’un produit et d’un quo-
tient de deux nombres complexes.
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Le module du produit de deux nombres complexes est égal au produit de leurs

modules :
lzz | =|z|.|Z|.

En effet :
|zZ | = (z2) z2) = 2227 = |z |*.| Z |*.
On obtient la relation annoncée en prenant les racines carrées des deux membres.
Supposons z' # 0. La relation z' = z/Z' équivaut & z = z' z”. Par suite :
| z |
Iz
Ainsi, le module d’un quotient est égal au quotient des modules du numérateur

N |

et du dénominateur.
Pour tout couple (z, z') de nombres complexes,
M

lz+2|<|z]|+|Z]
(inégalité triangulaire). Lorsque z est non nul, il y a égalité si et seulement s°il
existe un nombre réel positif a tel que z = az.
L’inégalité triangulaire est évidente lorsque z = 0 ; dans le cas contraire,
elle équivaut a
@

[T4ul<1+]ul,
ot 'on a posé u = z'[z. De plus, il y a égalité simultanément dans les relations (1)

et (2). La relation (2) est encore équivalente a la suivante :
©)

T+ ul <(1+]ul)?.

D’une part,
[T+uPP=0+wy@+w=1+2Re(m + |ul*;

d’autre part,
T+ u)®=1+2ul+|ul*.

L’inégalité (3) équivaut donc & linégalité
©)

Re() < |u]j,
laquelle est une conséquence immédiate de 'inégalité | Re (1) | < | u|.
Supposons enfin qu'il y ait égalité dans la relation (1) ; alors la relation (4)
devient Re (u) = |u |, ce qui signifie que u est réel positif. Réciproquement,

si u est réel positif, il est évident que

[T+ul=1+1{u].
La formule donnant le module d’un produit montre que si z et zZ ont pour
module 1, il en est de méme de leur produit; la formule donnant le module

d’un quotient montre que si z a pour module 1, il en est de méme de 1/z. Par
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suite, I’ensemble U des nombres complexes de module 1 est un sous-groupe
du groupe multiplicatif C* des nombres complexes non nuls.

EXEMPLES.

13+4j|=9+16=./25=5
I1+jl=12
[G+4DA+D]=13+4j111+jl=5/2

1 ] 1 1
3+4j 1 |3+43] 5
| 1+j | V2 '
3+4j|° 5°

4.6 Suites de nombres complexes. Les définitions des suites convergentes et
des suites de Cauchy s’étendent au cas des suites de nombres complexes : il suffit
de remplacer le nombre réel / par le nombre complexe / dans la définition des
suites convergentes, et de lire « module » au lieu de « valeur absolue ». Comme
dans le cas de R, la condition de Cauchy est encore une condition nécessaire et
suffisante de convergence, appelée encore critére de Cauchy.

Si une suite (1,) de nombres complexes a une limite /, alors la suite (|, [) a
pour limite | /|. B

En effet, d’aprés l'inégalité triangulaire,

Ilun[_'lll <|un-l}'

ExeMPLE. — Somme des termes d’une suite géométrique. Soient r un nombre
complexe et (u,) une suite géométrique non nulle de raison r. Pour que la somme
Ug + uy + 0 + u,_ ait une limite lorsque n tend vers + oo, i faut et il suffit

que | r | < 1. La limite de cette somme est alors u,

1 —r
En effet, nous savons que
] 1__ n » .
uo+u1+---+u,,_1=u01_r si rsl
= Hu, si r#1l.

Puisque la suite (u,) n’est pas nulle, u, est différent de 0.

Lorsque r = 1, il est immédiat que cette somme n’a pas de limite.

Lorsque r # 1, cette somme a une limite si et seulement si #” en a une. Or,
[r ] =|rl

Si|r} <1, |r|"tend vers 0, et il en est de méme de r".

Si|r|>1,]r]|" tend vers + oo, et /" n’a pas de limite.

Enfin, si [#| = 1 et r # 1, I'existence d’une limite pour r” impliquerait que
r = r"*1/" tendrait vers 1, ce qui est absurde. _

4.7 Représentation géométrique d’un nombre complexe. Considérons le plan
rapporté au repére défini par le point O et deux vecteurs unitaires orthogonaux u
et v définissant les axes Ox et Oy (Fig. 4.1). A tout point M du plan on peut
associer le couple de nombres (g, b), coordonnées du point M.
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On dit que le point M est I'image du nombre complexe z =a+ bj.

Réciproquement, au nombre complexe a+ bj, correspond dans le plan (O, u, v)
le point M de coordonnées u et b.

YA

<
Q) o o o o o o

=Y

Fig. 4.1

On dit que le nombre complexe a+bj est Paffixe du point M(a, b).

On a ainsi établi une bijection entre I'ensemble des nombres complexes et
I’ensemble des points du plan. Le plan ainsi représenté est appelé plan complexe.

Examinons les images de nombres complexes particuliers (Fig. 4.2) :

1° z=0 a pour image le point O.

2¢ Un nombre réel z=a a pour image un point de Ox. L.’axe Ox est appelé
axe réel.

YA

Miz)
E(j) ¢ |
o
0 i

0 ! x
i
1
i
i
Mi-z) ] M~(Z)

FiG. 4.2
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3° Un nombre imaginaire pur z=54j a pour image un point de Oy. L’axe Oy
est appelé axe imaginaire. Le point E de coordonnées (0, 1) est 'image du nombre
complexe j.

40 es nombres complexes opposés
z=a+bj et z'=—a—bj=—z
ont pour images les points M et M’ symétriques par rapport a I’origine.
59 Les nombres complexes conjugués
z = a+bj et Z = a-bj

ont pour images des points M et M" symétriques par rapport & Ox.

La représentation géométrique des nombres complexes permet d’interpréter
'addition dans C : soient z et 7 deux nombres complexes, M et M’ leurs images ;

alors la somme z + 7 a pour image I'extrémité M” du bipoint d’origine O de
vecteur associé OM + OM'.

Mll ¢

FiG. 4.3

Le module d’un nombre complexe z est égal 4 la distance | OM |. L’inégalité'

du triangle pour les nombres complexes se traduit par Iinégalité bien connue
dans le triangle OMM" :

oM™ | < | OM]| + | MM" |

Le cas d’égalité correspond a l'alignement de O, M et M”, les vecteurs OM
et MM" ayant méme sens.

4.8 Forme trigonométrique des nombres complexes. Considérons dans le plan
complexe le vecteur OM. On dit aussi que le vecteur OM est le vecteur image du
nombre complexe z = a-+bj. On peut repérer le vecteur OM par une mesure § (en
radians) de son angle polaire (Ox, OM) définie & un multiple entier prés de 27, et
par sa longueur

r= 0OM
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appelée aussi module du nombre complexe z.
Le module de z est noté |z]. Ainsi, |z| =r.
Si 6 est une des mesures de (Ox, OM), toute autre est de la forme

0 =0+2kn,

k étant un entier rationnel.

11 existe donc un de ces nombres et un seul appartenant a intervalle | —n, ];
on Pappelle argument principal de z, et on le note Arg z. Les autres sont appelés
simplement arguments de z. -

En considérant les projections orthogonales du vecteur OM sur les axes Ox et
Oy on obtient les formules suivantes :

a = rcoséf, b = rsinf,
d’ol
r? = a®+ b2,

Le nombre complexe z =a+bj se met donc sous la forme

z = r(cosf-jsin )

appelée forme trigonométrique.
11 est parfois commode d’écrire

z = {r, 0]

pour désigner le nombre complexe de module r et d’argument 6.

EXEMPLES.
z; = [1, n/4] = cosn/4 + j sinn/4 a pour image 4.
z, = 1[1,3n/4] = cos3n/4 + jsin3n/4 a pour image B.
z3 = [1, 57n/4] = cos5n/4 + jsin5n/4 = — (cosn/4 + jsinn/4)
a pour image le point C.

z4 = [1, —n/4] = cosn/4 — jsinn/4 a pour image D.

Remarquons que :

Zy = —Z, 24=21; Z3 = Zg, Z4 = 2y,
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Le point E de coordonnées (0, 1) est I'image du nombre complexe j de module 1,
d’argument /2. Donc j =[1, n/2].

-

Fig. 4.4

Tout nombre réel 2 a pour module |a| et pour argument § =0 si a est positif,
0 = 7 si a est négatif. Tout nombre complexe imaginaire bj a pour module |b] et
pour argument 6 = 7/2 si b est positif, — /2 si b est négatif.

Remarquons que si deux nombres complexes z et z’ sont égaux, leurs images sont
confondues, donc

OM =O0OM' <> r=1r" e 0 =0 +2kn.

Pour que deux nombres complexes soient égaux, il faut et il suffit qu’ils aient méme
module et des arguments égaux d 2kn prés.

EXEMPLES.

1° Un nombre complexe z = a + bj étant donné, on veut ’écrire sous la
forme trigonométrique

z = r(cos 0 + jsin 0).
Le module r et I"argument 6 sont définis par les relations :

2 = g% b2 ou" r==\/a2+b2,

a . b b
C089=-='—'—:, sinf = - = ——,
r \/az_*_bz r \/az_*_bz
Ecrivons sous la forme trigonométrique z = 4—-3j.
On déduit :
r? = 1649 = 25, r=25;
cosf = 4/5, sinf = ~3/5.

Ainsi, § appartient 4 I'intervalle [— =/2, 0].
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2° Déterminons le module et I’argument du nombre complexe

z = —2(cosn/8 + jsinn/8).
Cette relation s’écrit :

z = 2(—cos /8 — jsinn/8) = 2[cos(n+7/8) + j sin(n+n/8)].
Le module de z est 2; son argument est 97/8 a 2kn prés.

Argument d’un produit. Soient z et Z des nombres complexes écrits sous
forme trigonométrique :

z = r(cos # + jsin 6), 7z = r(cos & + jsin 6) .

Alors :

zz' = rr'(cos @ + jsin 8) (cos & + jsin )
ou

zz' = rr'[cos 6 cos @' — sin 0 sin 6" + j(cos 8 sin 6’ + sin @ cos 0')],
soit

zz' = r'[cos (@ + 0') +.jsin (0 + 0)].

Nous retrouvons le fait que le module de zZ' est le produit des modules de z et
de z'; en outre, un argument de zz est 6 + 6.
On peut écrire

[r, 010,07 = [rr, 0 + 6.
Par exemple A
[1, ©/31[2, n/4] = [2, 7 n/12] .
Argument d’un quotient. Supposons z' # 0. La relation z” = z/7 équivaut
adz=122"8iz' =+"(cos” + jsin "), nous obtenons
r(cos O + jsin 0) = ¥ r"[cos (0 + 6") + jsin (0" + 6)].

Nous retrouvons le fait que le module de z/Z est le quotient des modules de z
et de z' ; en outre, un argument de z/Z est § — 0.
Par exemple, si z = [6, — /4] et 2/ = [2, n/2], alors

7" = z[7 = [3, — 3 n/4] = 3(cos 3 n/4 — jsin 3 n/4)

3(— V212 = §/212) = ~3§(1 +3).

4.9 Le nombre complexe j, opérateur de rotation. Considérons les deux nombres
complexes

z = [r,0] et j=1[1,n2].

It

Formons le produit
jz = [1, =/2] . [r, 0] = [r,0+m/2].
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Le module de jz est égal a celui de z mais chaque argument a augmenté de =/2.
Ce résultat interprété géométriquement, montre que le point M’ image de jz se
déduit du point M, image de z, dans la rotation de centre O, d’angle de rotation
7/2 (Fig. 4.5).

YA

miz)

M(z)

o
=¥

FiG. 4.5

L’image du nombre complexe jz se déduit de I’'image de z dans la rotation de centre
0, d’angle /2.
D’une fagon plus générale, le produit

(1, ] [, 6] = [r, 6+q]

montre que le point M’ image de (cos a+j sin o) z se déduit du point M image
de z, dans la rotation de centre O, d’angle o (Fig. 4.6). Ce résultat permet de
déterminer les coordonnées (x’, y’) de M’ connaissant les coordonnées (x, y) du
point M. En effet : '

x'+jy" = (cosa+jsina) (x+jy),

x'+jy’ = xcosa—ysina+j(xsina+ycosa).
Donc
x" = x cosa—y sina,
y' = xsina+y cosa.

71
M‘(zlcos a+jsin )

M(z)

=Y

FiG. 4.6
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4.10 Formule de Moivre. Considérons le nombre complexe
z = r(cos B+jsin 0).

Son module est , un argument est §. Calculons
z" = [r(cos0+j sin )]’

ol # est un entier naturel.

L’expression z" représente le produit de z, n fois par lui-méme. Alors, z" a pour
module r" et un argument de z" est nf (n°4.8). On obtient la formule suivante
connue sous le nom de formule de Moivre :

[r(cos0+j sinB)]" = r*(cosnf+j sinnb).

Pour r =1, la formule devient

(cosB-+j sin6)" = cosnB+jsinnd

~

Cette formule permet d’exprimer cos nf, sin nf, tg nf a partir de cos 6, sin 6,
tg 6.
EXEMPLE. Pour r = 3, on obtient :
(cos O-+jsin 6)® = cos 36+ jsin 36.
Développons le premier membre par la formule du bindéme :
cos®0 + 3j cos? 0 sinf — 3 cos @ sin? @ — j sin® 6 = cos 36 + jsin30
cos® 0 — 3 sin?0 cos 0 + j(3 cos? 0 sin #—sin® ) = cos 36 + j sin30.
En égalant les parties réelles et imaginaires, on a :
cos360 = cos®6—3sin?0 cosh = 4 cos*f—3 cosh,
sin36 = 3cos®0 sin@—sin®0 = 3sinf—4sin30,
_3 cos? 0 sinf—sin’ 0 _3 tgh—tg* 0
cos’0—3sin®0cosf  1-3tg?6

tg30

Cas oil n est un entier négatif. Posons dans ce cas n= —n’, o n'>0:

o 1 ' 1
(cosB+jsinf)™" = — = — .
(cos8+jsin@)y" cosn'f+jsinn’0

Donc
(cosO+jsin@)™ = cos(—n’0)+jsin(—n’0)
et, en remplagant —n' par »n, on a :

(cos0+j sin6)" = cosnf +jsinnb.
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4.11 Racines n-iémes d’un nombre complexe. Soient a = r(cos § + j sin 6) un
nombre complexe et n un entier naturel. On appelle racine n-iéme de a tout nombre
complexe z tel que z" = a.

Si a=0, seul z=0 répond au probléme posé. Nous écarterons désormais le
cas a = 0. Alors z = 0 ne peut étre solution. On peut donc poser

z = p(cos o+ j sin a).
En appliquant la formule de Moivre, P’égalité z" = a s’écrit
p"(cosna+j sinne) = r{cosf+j sinf)
soit
pl=r
no =0+ 2kn.

Comme r est positif et que p doit étre positif, il existe un seul nombre p, 4 savoir:

p=zr.
Drautre part

a=g+2k-7—t-.
n n

A chaque valeur du nombre entier k correspond une valeur de «; mais a deux
valeurs de k qui different de », correspondent deux valeurs de « qui différent-de 2n
et qui représentent ainsi le méme z. Les solutions distinctes sont donc obtenues pour
les n valeurs de &

0,1,2,3,...,n—1.

Les modules des nombres solutions ont pour valeur commune U r. Leurs
arguments principaux différent deux & deux de 2n/n. Les images sont les sommets
d’un polygone régulier a n cbtés. Donc

Tout nombre complexe admet exactement n racines n-iémes. Leurs images sont

les sommets d’un polygone régulier @ n cotés inscrit dans un cercle admettant
Porigine pour centre.

C

Les racines sont

‘zk =z/r [cos (g+ 2k E) + jsin <9 + 2k E):'
n n n n
k=01223..,n=-1.
EXEMPLES.

1. Calculer les racines carrées du nombre complexe

a = r(cosf+jsin6).
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11 existe deux racines carrées :
z, = «Jr [cos(8)2+km) + j sin(6/2+kn)],
avec ke {0, 1}.
Soit : _
zg = /1 (cos8/2 + j sin6)2),
Z, = \/; [cos(8/2+m) -+ jsin(B/2+7n)] = — \/F (cosB8/2 + j sin0/2),

qui sont deux nombres opposés.
Ainsi les racines carrées de j =[1, n/2] sont

T 7 1

Zg = €OS — -+ j 8in — = —= (1 4]

0 4 ] 4 \/2( i)}

z, =cos—3—§+jsin§—-7—r= ———l,:(l—f-j).
4 4 J2

2. Calculer les racines cubigues de Punité. Dans ce cas r =1, § = 0. Les racines
cubiques de I'unité sont les trois nombres

zk=c052k§+jsin 2kz3t-, ke{0,1,2}
Zo—"—"-].

2, . 2m 1 .J/3
Zy = COS — + jsin — = — =+ jX=

3 3 2 2

4n . . 4m 1 .3
ZZ=COS——§-+JSIH-—§- ———] .

Si on désigne z, = —1/2 +j \/3/2 par la lettre w, alors z, =w® = @.
L’unité admet donc les trois racines cubiques 1, w, w* dont les images sont les
sommets d’un triangle équilatéral 4BC inscrit dans le cercle de rayon 1.

YA

Blw) o= T~
/ N\
/ \
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11 est facile de vérifier que

l+o+w* = 0.

Remarquons que les nombres complexes 1, @, w? sont les solutions de 1’équation

z22—1 =0,

3. Calculer les racines de I’équation z° =17.

Ona

p>(cos 50+jsin50) = 7.
Donc

p=31, 56 =32kn.
Soit

= 2kn . . 2km
z, =7 cos—g———l—JsmT )

avec ke {0, 1, 2, 3, 4}.
"Les images sont les sommets d’un pentagone régulier inscrit dans le cercle de
centre O, de rayon /7.

4.12 Calcul d’une racine carrée d’un nombre complexe. Le calcul d’une racine
carrée peut se faire sans utiliser la forme trigonométrique des nombres complexes.
En effet :

2= )

admet une solution et une seule, a savoir 0, si ¢ =0; elle admet deux solutions
opposées si ¢ # 0.
En partlcuher, si ¢ est réel, I'équation (1) admet :

— une solution et une seule, 4 savoir 0, si ¢=0;

— deux solutions opposées, & savoir les nombres réels \/Z et —/c, si ¢>0;

— deux solutions opposées, 4 savoir les nombres 1magma1res purs j/—c et
—j/—¢, si c<0.

Ecartons le cas trivial oul ¢ = 0; écrivons z et ¢ sous forme cartésienne :

z = x+jy, ¢ = a+jb.
L’équation z2 = ¢ équivaut au systéme
xt—y* =a
2xy = b.

De plus, en prenant les modules des deux membres de la relation z* = ¢, nous
obtenons la relation

x24y? =p, ol p=\/a2+b2.
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Distinguons alors deux cas : ‘
Le nombre ¢ est réel. Alors a=c, b=0, et 'un des deux nombres x et y est

nul.
Si ¢ est strictement positif, la relation x = 0 est impossible, puisqu’elle conduit &

—y?=¢>0. Il reste y =0, d’ol x* =, et x == ./c.
Si ¢ est strictement négatif, la relation y = 0 est impossible, puisqu’elle conduit &
x?=c¢<0. Il reste x=0, d’olt y* = —¢, y=+./=c et z=%j/—c.
Le nombre ¢ n’est pas réel. L’équation (1) équivaut encore au systéme
2x% = p+a
2xy=b.

Le nombre p-+a est un nombre réel strictement positif, puisque b est non nul.

D’ou
x =+ \/Ei_‘f, et y = —é—
2 _ 2%

Nous obtenons ainsi deux valeurs opposées pour z.

ExeMPLE. Déterminer les racines carrées du nombre complexe
—33/4 — 14j.

Appliqﬁons la méthode précédente, en cherchant les couples (x, y) de nombres
réels tels que

(x+jy)* = —33/4— 14j.

En séparant partie réelle et partie imaginaire, nous obtenons
x?—y? = —33/4
xy = —17.

De plus,

x2+y? = /(33/4)? + 14* = [4225/4* = 65/4.
Dol x* =4, et x=+2.
Si x =2, nous tirons de la relation xy = —7 la valeur y = —7/2; si x = —2 alors

y=17/2.
D’ou enfin les solutions

7
z=+{2—~-j).
“( 2’)

4.13 Application i la résolution d’une équation du second degré a coefficients
complexes. Montrons sur un exemple comment on peut résoudre une telle équa-
tion. Cherchons les solutions de I’équation

22 +2(1—j)z—6j—3 = 0.
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En remarquant que z>+2(1 —j) z représente les deux premiers termes du dévelop-
pement d’un carré, on obtient :
22+ 2(1=j) z = [z+ (1= —(1-))>.
L’¢équation devient :
(e+1-j) ~(1—-)? —6j=3 = 0

ou
(z+1-j)*~3—4j=0
(z+1—j)% = 3+4j.
En posant
Z=z+1—]
ona
' Z? = 3+4j.

On détermine Z par la méthode vue au n°® 4.12 :
Zy = 2+j, Z, = —2-j.
Lés solutions de I’équation sont
zy = 2+j+j—1 =14+2j,
Zy = —=2—jtj—1 = —3.
— Si I’équation ax?®+bx+c =0 est & coefficients 'réels, dans le cas ot le discri-

minant 4 = b —4ac est négatif, le nombre 4 admet dans C, deux racines opposees
que nous écrivons sous la forme + j./—A4. Les solutions s’écrivent

_—b +j./4ac—b*
2a

et sont complexes conjuguées.
Ainsi, I’équation

X*+2x+7 =0
admet pour solutions
1= —1+j./6, X, = —1-j./6.

~ Dans tous les cas, on peut utiliser les formules classiques sur Péquation du
second degré. Voyons-le sur un exemple.
Soit & résoudre 1’équation

x*+(@4-3j) x—7—j = 0.

Nous calculons le discriminant :
= (4—3j)* +4j(7+j) = 3+4j,
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et nous déterminons (par la méthode ci-dessus) un nombre complexe o tel que
6% = 3+4j;

on prendra, par exemple,
& =j(1—2j) = 2+j.

Les solutions sont alors
Xy = —~4+3j-+(2+j)’ X, = —4+3j-(2+j)’
2] 2]

soit

Xy =j+2, x, = 3j+1.

4.14 Exponentielle & exposant complexe. Pour des raisons qui apparaitront
plus loin (aprés ’étude des séries), nous définissons e’ comme le nombre complexe
de module 1 et d’argument x : :

e = cosx-+jsinx

C’est la formule d’Euler. De méme en remplagant j par —j, on obtient
™" = cosx —jsinx.
Ainsi
2e3* = 2(cosn/4 + j sinw/d) = \J2(1+])
¢ = cosm+jsinm = —1.

La régle donnant I’argument d’un produit prend alors une forme d’une parti-
culiére simplicité. On a en effet

(cosx+j sinx) (cosx’+j sinx’) = cos(x+x") +j sin(x+x"),

¢’est-a-dire

e)xejx = e_y(:c+x)

Cette formule est trés facile & retenir, car elle ressemble a la formule pour la
multiplication des puissances d’un méme nombre.

4.15 Représentation par une exponentielle d’un nou_ibre complexe. Considérons
le nombre complexe

z = pr(cos@+jsinf).
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Il s’écrit en utilisant ’exponentielle complexe
z = re¥.

Le produit de deux nombres complexes

z, =r & et z,=r,e
s’écrit :
212, = 11, &% e = p p, ei0110D)
De méme

(re®" = " e,

4.16 Application trigonométrique des formules d’Euler. A partir des formules

e = cosx ++ j sinx

e = cosx —j sinx

on obtient par addition et soustraction

ejx+e—jx

COS X =% e
2

) ei¥ g~ i%

sinx = ———
2j

Ces formules nous serviront dans le calcul intégral. Montrons-en dés maintenant
une application au calcul de cos™ x et de sin™ x, ol me N.
Calcul de cos™ x et de sin™ x.

1.Ona

jx ~jx\m . .
cos™x == (E—-f—e-_——> _L (e +e ™,
2 2"

11 suffit de développer (a+b)™ par la formule du bindme, puis de grouper les
termes convenablement.

— Soit, par exemple, a calculer cos *x
4 1 ix | L —ixyd 1 4jx 3jx ,~jx
cos x=2—4(e +e =Ig(e +4e" e 4

+ 682jxe~2_ix +4ejxe—-3jx+ e-4-_1x).
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Effectuons les produits d’exponentielles

cos®x = 16 (€M + 46X 4 6 + de 72 7Y,
L = |

additionnons les termes équidistants des extrémes :
1 s s
cos*x = = [ +e™ %) + 4(e® +e™ %) + 6] ;

or, d’aprés les formules d’Euler, la premiére parenthése est égale & 2 cos 4x et la
seconde 4 2 cos 2x. On aura donc

cos*x = 1_16— [2cosdx +4x 2cos2x + 6]

ou enfin

cos*x = —; [cos4x + 4 cos2x + 3].

2. De méme, on aurait

jx __ n—ix\m X .
e (P2 - Ly
, 2] @

on développerait (@—b)™, et, comme plus haut, en groupant certains termes tous les
j disparaissent.

— Calculons, par exemple, sin® x :

in® jx - jxy S
sin’ x = —— (& —e™ )
@j°
sinx = —— (¢%% — 5% eI 4 10e¥ e —
2
— 10e¥%e 3% 4 5ei*eT4Y _ g7 5%)
sin’x = —1—5 (€7 — 5¢%% 4+ 10e/ — 10675 573 — ¢~ 5i%),

32j ‘ l b |

Groupons les termes équidistants des extrémes :

sinsx - 3_21_5 [(Cij___e—ij) _ 5(e3jx__e-—3jX) + 10(ejx_e—jX)] :
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or, d’aprés les formules d’Euler, la premiére parenthése est égale 4 2j sin 5x, la
deuxiéme & 2j sin 3x et la derniére a 2j sin x, ce qui donne

sin® x = 3-2% [2jsin 5x — 10jsin 3x + 20jsinx]
J v

. o . .

sin” x = e (2sin 5x — 10 sin 3x + 20 sin x)
j

sin’x = Il—é(sin 5x ~ 5sin 3x + 10 sinx).

Par de tels procédés, on retrouve trés facilement tout le formulaire usuel de
trigonométrie, rassemblé aux pages finales de ce tome.

4.17 Représentation d’une grandeur sinusoidale par un nombre complexe
1. Considérons la fonction sinusoidale
x = a cos(wt+ @)

d’amplitude a; de pulsation @. Dans le plan xOy, il lui correspond & chaque
valeur de ¢ un vecteur OM de longueur a et d’angle polaire

(Ox, OM) = wt + ¢.

YA

wt

=Y

FicG. 4.8

Si M’ est la projection orthogonale de M sur Ox,
OM' = x = a cos(wt+ ).

La méthode de Fresnel consiste a représenter la vibration sinusoidale
x ==a cos{(wt-+ @), & partir d’un axe Ox, appelé axe origine des phases, par un
vecteur 04 tel que

(Ox, 0A4) = ¢, OA =a.

it
o
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Ce vecteur 04 n’est autre que la représentation de OM pour t=10. (Tout se
passe comme si le vecteur OA tournait autour de O, avec une vitesse angulaire .)

— Si X et Y sont les composantes de OM sur les axes :

X = a cos(wt-+9),

Y = asin(wt+@).
Donc

X +jY = a[cos(wt+ ) + jsin(wt+)] = a @+,
Le point M est I'image du nombre complexe qe’®'*®.

L’expression sf = a €/ qui admet le vecteur OA pour image représente I’amplitude
complexe de la vibration sinusoidale

x = a cos(wt+¢).

Ainsi, I’amplitude complexe de la vibration sinusoidale
x = 5cos(wt+m[3) est o = 5e™3,
L’amplitude complexe de la vibration sinusoidale

x = 3sinwt = 3 cos(wt—m/2) est o =3e W= —3j.

2. Composition de deux vibrations sinusoidales de méme pulsation. Soient
x; = a, cos(wt+ @) et x, = a, cos{wt+@,)

deux vibrations sinusoidales de méme pulsation w, représentées par leurs vecteurs
images OA, et OA,. Les amplitudes complexes sont

&y =a, % et o, =a,e”.
La vibration résultante est définie par le vecteur 04 (Fig. 4.9) tel que

04 = 04, + 04, .

Fic. 4.9
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Son amplitude complexe & est donc
A =+, =a, e +a,e?,
A = a,;(cos@, +]jsing;) + a,(cos g, + jsinp,),
soit

& = (a; cos ¢ + a, cos ;) + j(a, sin @, + a, sin @,).

L’amplitude a de la vibration résultante est

a= \/(a1 COs @ +a, cos 9,)* + (a, sin @, +a, sin @,)*.
L’angle de déphasage ¢ admet pour tangente :

a; sing, +a, sing,
a;cos@+a,cose,

tgp =

L’expression de la vibration est donc :

x = acos(wt+¢@).

3. Composition de n vibrations sinusoidales de méme amplitude a et dont les
phases sont en suite arithmétique de raison @. On donne les vibrations

Xy = a coswt
X, = a cos(wt+ )
X3 = a cos(wt+2¢)

x, = a cosfwt + (n—1) ¢].

La figure 4.10 représente la résultante, par la construction de Fresnel, des trois
premiéres vibrations :

0A3 == OAl +A1A2 +A2A3.

A3

Az

=Y

0 A:

Fia. 4.10
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IL’amplitude complexe & de la somme est définie par
A =a+ae®+ae®® a4 . 44 e("“l)jtp’
o = a(1+ej¢+e2j‘p+e3j¢+ +e(n—1)j<p)'

La somme S des termes de la suite géométrique de premier terme 1, de raison
e? est:

1—ei™
S = —.
1—e'¢
Donc
o —a 1~_ejmp B ejnw/Z(e-jmp/Z_eJ'nw/Z)
T 1 el (emiel2 _giei2

o = qelnDel sinne/2

sin @/2

La vibration résultante est donc
sinne(2
_ g sinne/2

- cos{wt + (n—1) ¢/2].
sin /2

4.18 Représentation exponentielle dela dérivée d’une fonction sinusoidale. Soitla
vibration sinusoidale x = a cos(w?+ ¢), d’amplitude complexe &/ = a e, repré-
sentée vectoriellement par OA (Fig. 4.11).

dx/dt = — wa sin(wt+ @) = wa cos (wt + @ + 7/2) .

A

7/2

Q
Y

Fic. 4.11

Cette fonction est représentée vectoriellement par le vecteur OA4’, de module
wa et tel que

(04, 04" = =n/2.
L’amplitude complexe de la fonction dérivée est

o = wa ej(<p+n/2) .
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Ces expressions servent couramment en électricité dans 1’étude du courant
alternatif.

Remargue importante. Nous verrons différentes applications des nombres
complexes dans le calcul intégral (tome 3), ainsi que dans les équations différen-
tielles (tome 4). Nous les utiliserons dans certaines applications électriques a ce
moment.

4.19 Applications a Pélectricité

1. Supposons une ligne téléphonique trés longue ol la différence de potentiel a
I’entrée est

v = Vcoswt.
On démontre que le courant s’exprime par :

r+jlo

COSZCOt

ou r est la résistance par unité de longueur (les deux fils ensemble),

! est I’inductance par unité de longueur,
¢ est la capacité par unité de longueur, des deux fils entre eux,
g est la conductance de fuite (1/r') par unité de longueur, entre les deux fils.

Calculer ’intensité i du courant.

—. Considérons les nombres complexes sous la forme trigonométrique :

g+jcw = \/gz—r—czcu" (cosa+jsina), avec tga = cw/g,

lofr,

r+jlo = /r*+Po® (cosp+jsing), avec tgf

et

p2 gHiew o <92+62 a)2>”2 cos a-+j sin o
r+jlo P+ 1Pw?)  cosp+jsing

Pour simplifier 1’écriture, posons
g2 +c2 p?\M4
A=\F 773 >
r+lfo

. el e
i? = A2V — = (AVeleTP2,
€

alors

Le déphasage de i sur v est donc (o — f)/2 et on aura, en valeur réelle

i = AV cos [wt +(%é>]

[
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Application numérigue. Pour une ligne de 1 km de long, on a :

r=6o0ohms, [ =3x10"3henry, c¢ = 5x10"7 farad,

g:ll=3x10"6ohm'1, w = 6x10°, V = 1 volt.
r
Ona .
10712 5 ~18 671/4
=[9>< +2 :10 ><366><10] 1261073,
36+9x 107" %x36x10
-9 3
tga=5X10 x?:lO = 10, a = 84°17’,
: 3x10
3x1073%6x10° oaqr
tgf = . =3, B = 71°34',
et

(@—p)2 = 6°21".

On aura alors, en ampéres, pour ’intensité du courant :-
i=1,26x10"2cos(6 000¢+6°21")

ou, en milliampéres,
i = 1,26 cos(6 000¢+6°21").
Remarque. Le quotient V/I des valeurs maximales s’appelle 1’impédance
caractéristique de la ligne, soit icl

_r+jlo

Zz
g+jew

ou, en module,
e + P ?
Izl ===
ge+ctw
En général, dans une bonne ligne, bien isolée,

rrPglPo* et gtgcto?,

d’ol

1zl = e

-

valeur indépendante de la fréquence, ce qui est remarquable.
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2. On considére un élément de circuit électrique, parcouru par un courant
sinusoidal de pulsation w. Soit

R la résistance de 1’élément,
C sa capacité,
L son inductance.

On sait alors que la différence de potentiel est représentée par le nombre com-

plexe
v = Ri+ji(Lwo—1/Cw)

ou i désigne P'intensité dans le circuit.
Le nombre complexe

Z = R+j(Lo—1/Cw) = vfi
est- appelé impédance de 1’élément de circuit. On a alors

Ve.

3

4
=1

1Z] =
1

d’otr:
a) la d.d.p. efficace :
Ve=1Z| I,

=1, /R* + (Lo—1/Cw)*;
b) le déphasage, qui est ’argument principal ¢ de v, tel que

R . Lo —1/Cw
cosQ = —, sing = —————
1Z| 1Z|
d’otr:
Lo —1/Cw
tgp = —=,
¢ R

Application numérique

Soit un élément de circuit dont on donne :

— la résistance R = 500 ohms,

— la capacité C=0,5x107° farad,

— Pinductance L =2 henrys.

On lui applique un courant de pulsation @ =1007, sous une d.d.p. efficace de

220 volts. Déterminer I'impédance, I’intensité efficace et le déphasage.
Les formules ci-dessus donnent :

50710
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soit environ
Z = 500—5740j,

d’out

|Z|? = 5007+ 5740% = 33 197 600
et

|Z] = 5760 ohms.
Par suite

I, = 220/5 760 = 0,038 ampére,
tandis que

tge = — 5740/500 = — 11,48.

91

4.20 Montages en série ou en paralléle. Soient des éléments de circuits d’impé-
dances respectives z,, z,, ... z,. On montre que ’impédance équivalente Z est :

o dans le cas d’un montage en série :
Z = 2zy+2Zy+ o+ Zy;

e dans le cas d’'un montage en parallele, telle que
1 1 1 1
z2 n "% o

ExeMpPLE. Soit le montage suivant :

A est une inductance pure de 0,5 henry.

A est un élément de résistance 3 ohms, de capacité 0,1 x 107° farad.

y est une capacité pure de 0,2 x 107 farad.
p est une résistance pure de 10 ohms.

B et C sont deux éléments identiques dont les caractériétiques sont :

résistance : 2.ohms
indl\;lctance : 1 henry
capacité : 16 x 107 ° farad

=1
18]
—c—
J
Fic. 4.12

QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 1
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Déterminer 'impédance équivalente dans le cas ot = 10000 radians par

seconde.
e ), A et y sont montés en série. L’impédance équivalente est donc ot

. j C ]
Z, = (0,50)) +(3— -
1= (05 w) ( 0,1x10"6a)> (0,2><10"6a)>

=3+j<0,5a)—

)
201077)"

e p et C sont montés en série. I.'impédance équivalente est donc

. j
Z, =10+(2+jo - ——n
2 ( ! 16x10"6m>
=12+jlo- —o—
J( 16x10'f6w>

® B a pour impédance

Z.=2+jlo— ———).
o3 J( 16><10"6co>

Il reste & trouver I’impédance Z résultant du montage en paralléle des trois
éléments ainsi étudiés :

Calculons d’abord les carrés des modules

2
1Z,)* = 32 +(5 000 — 30_3) = 1,22x 107
X
,
1Z,|* = 122 +<10 000 — -1-;110—_2> = 9,99x 107
X

2
|Z5)* = 2% + (10 000 — ﬁ;—z) =9,99%107.
X

Alors

121y % %3 3g6x1077 — 486X 1074
VAR VU L V2 R VA

et
Z = 1,63 + 2,06 x 10°j.




EXERCICES

Forme cartésienne

Mettre sous forme cartésienne les nombres complexes suivants :

41 C-HG+D I+, 42  25/(3j—4).
55+2 . 2

3 == (5i—-2). . 2412

4.3 3j+5(51 2) 4.4  Q2+j)

45 (1-° 4.6 2/(1-).

47  G-j/@+i). 4.8 e 2l4imedtin

' ' 50+9;

49 (5-8) 2~5) 2-3)). 410 8?

411 (5-+4j) G+TH 2—3)). 412 (7—25) (5—3) 8 +3j).

413 (15+7)% 414 (9-+13j)>.

415 (12—19)2 4.16 (15-8j)2

Racines carrées et cubiques

Calculer les racines carrées des nombres complexes suivants :

417 15-8j. 418 1+j.
4.19 3-+4j. 4.20 9-+40j.
4.21 7-—24j. 4.22 7-+24j.
423 1-./3; 424 7+6./2;.
425 2-4./6j. 426 —4j.
Calculer les racines cubiques des nombres complexes suivants :
427 2+11j. 4.28 .
Equations
Résoudre les équations suivantes :
429 z2-5(01+j) z+17j=0. 430 z2—-(Q2j+1)z+j—1=0.
431 zZ2+2(1+j) z+4j=0. 432 z2—-6z+11=0.
433 jz2-2jz+j—2=0. 434 272-(3+2j) z+5=0.
435 22— /3z+2=0. 436 z2+8(1—j)z—34j=0.

437 22—~ (+2) z+5(01+j)=0. 438 z2—2z+1~2j=0.




94 Chapitre 4

439 72 -tjjz—i-l =(, . 440 z=z°
4.41 Trouver les couples (g, b) de nombres réels tels que le nombre complexe 1+j soit
solution de 1’équation
2 +az’+b=0,
4.42 Trouver les couples (n, p) d’entiers naturels non nuls tels que les équations
Z"=1 et  (z+1F=1 ‘

aient une racine commuane.
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INTRODUCTION A L’ALGEBRE LINEAIRE

5.1 Lois de composition externes. Dans la vie courante, il est rare que la
multiplication apparaisse comme une loi de composition interne : le prix total de o
livres & x francs piéce se calcule en formant « fois x francs. C’est un nombre de
francs exprimé par ax. Mais il est clair que « et x ne jouent pas des rdles symétri-
ques : o est un opérateur sur ’ensemble des nombres de francs. (Il se trouve que
ox = xa, ce qui entraine une confusion regrettable entre I'opérateur o et 1’élément
x.)

Soient E et Q deux ensembles. On appelle loi de composition externe sur E une
application de Q x E dans E qui, au couple (o, x), associe un élément de E, souvent
noté ax. L’ensemble Q s’appelle domaine d’opérateurs.

EXEMPLES.

1. Lorsque Q = E, on retrouve le cas des lois dé composition internes.

2. Soient F le plan de la géométrie élémentaire, et Q 1’ensemble des transforma-
tions ponctuelles de E (c’est-a~dire 1’ensemble des applications de E dans lui-
méme). L’application qui & une transformation ponctuelle o et & un point x de £
associe le transformé de x par o est une loi de composition externe.

3. Soient E I’espace vectoriel R?, et Q ’ensemble des homothéties de E. L’appli-
cation qui au couple constitué d’un nombre réel o et d’un vecteur x associe I’homo-
thétique, noté ax, de x dans I’homothétie de rapport «, est une loi de composition
externe.

5.2 Espaces vectoriels. Voyons d’abord sur un exemple simple et bien connu
cette structure trés importante.

Soit # un entier naturel non nul. On munit I’ensemble R” (c’est-a-dire I’ensemble
des suites de # nombres réels) des deux lois définies par les formules ci-dessous :

gy tigy ooy ) + 1, Uy oeny U) = (U +0y, Uy 0y, ..., ty,+0,), 6))
oy, thyy ooy tt,) = (OUy, Qs ..., O, 2)

Ces lois possédent les propriétés suivantes :

L’addition fait de R" un groupe commutatif, dont 1’élément neutre est
©,0,...,0).
1’opposé d’un élément (1, u,, ..., u,) est ’élément (—uy, —u,y, ..., —u,).

Pour tout élément (u;, u,, ..., 4,) de R,

1o (U, upy ey tty) = (U, g, ooy ).
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Pour tout élément (¥, u,, ..., u,) de R" et pour tout couple (o, ) de nombres
réels,
a[ﬁ(lﬁ, Ugy eney Ll,,)] = (0(,8) . (ula Ups ey un):
((X+ﬁ) . (le, Ugyoiny un) = 0((1[1, Upyeuny un) + ﬁ(ulz Ups eees un)'

Pour tout couple [(¥,, 1y, ..., 4,), (1,03, ...,0,)] d’éléments de R", et pour
tout nombre réel a,

Al(gs Uz ey thy) + O1Das oees O] = 002ty 5 Uz, oy 1) + A(Dps Dasoner D).
Les vérifications présentent toutes la méme simplicité. Par exemple,
@+B) . (uys thg5 o5 th) = [+ B) g, @+P) stz .., (@4 P 1]
Oty Upyenny ) + Bty Uy, ony tty) = (otty + Puy, ity + Py, ..., ctty+ Pu).

L’égalité cherchée résulte aussitot de la distributivité de la multiplication par
rapport a I’addition dans R.

Cette proposition s’applique en particulier aux cas o n=2 et ol n=3; elle
s’applique aussi au cas oi #= 1, ’ensemble R" se réduisant alors.a I’ensemble R
des nombres réels.

Cet exemple fondamental conduit & poser la définition suivante :

Soit K un corps commutatif. On appelle espace vectoriel sur K un ensemble E
muni d’une structure algébrique définie par la donnée de deux lois de composi-
tion :

— une loi interne, application de E x E dans E, notée additivement

(x,y) > x+y;
— une loi externe, application de K x E dans E, notée multiplicativement
(2, %) > ax ou encore (e, x)—>a.x;
ces deux lois satisfaisant aux conditions suivantgs :

1. L’ensemble E muni de I’addition est un groupe commutatif, dont 1’élément
neutre est noté 0.

2. Pour tout élément x de E,
1.x=1x;
pour tout couple («, ) d’éléments de K et pour tout élément x de E,
Cw.(B.x) = (4f).x.

3. Pour tout couple (¢, f) d’éléments de'K et pour tout couple (x, y) d’éléments
de E, ’

(@+p).x
a.(x+y)

. x+ f.x,

a.x+a.y.
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Les éléments d’un espace vectoriel sont souvent appelés vecteurs. Dans toute la
suite, on désigne par K un corps commutatif; les éléments de K sont appelés
scalaires. (En pratique, K est soit le corps des nombres réels, soit le corps des nom-
bres complexes.)

Un espace vectoriel, étant un groupe pour ’addition, n’est jamais vide.

EXEMPLES.

1. Soit £ un ensemble & un seul élément, noté 0. Muni des deux lois définies par
0+0=20
al = 0.
{0} est un espace vectoriel sur R.

2. Munis des lois précédemment définies, les ensembles R?, R3, R”", sont des
espaces vectoriels sur R. En particulier, R est un espace vectoriel sur lui-méme.

Plus généralement, muni des lois définies par les formules (1) et (2), K” est un .
espace vectoriel sur K.

3. Espaces vectoriels d’applications. Soient A un ensemble non vide et F un
espace vectoriel sur K. On munit I’ensemble & (4, F) des applications de 4 dans
F des deux lois suivantes :

— ¢tant données deux applications fet g de A dans F, f+ ¢ associe 4 tout élément
x de A 1’élément f(x)+g(x) de F:

(f+9) x) = f(x) +g(x);

— étant donnés un scalaire « et une application fde 4 dans F, af associe & tout
¢lément x de 4 I’élément of(x) de F :

@) (x) = of(x).

Muni de ces deux lois, I’ensemble & (4, F) est un espace vectoriel sur K, appelé
espace vectoriel des applications de 4 dans F. L’élément neutre de I’addition est
I’application nulle, notée 0.

Vérifions par exemple la distributivité de la multlphcatlon externe par rapport a
I’addition : pour tout couple («, ) de scalaires, pour tout élément /' de & (4, F),

@+B)f = af+Bf.

En effet, par définition des lois sur & (4, F), I’application (x+ ) f associe & tout
élément x de A I’élément (a+f) . f(x) de F, et I’application af+ ff associe & tout
élément x de 4 ’élément o . f(x) + B . f(x). Enfin, puisque F est un espace vectoriel,

@+p) . f(x) = a.f(x)+B./(x).

Prenant méme valeur pour tout élément x de A, les deux applications (a+f) f
et af + ff sont égales.

Prenons en particulier pour 4 'intervalle [1, n] de N, et pour F I’ensemble des
réels, considéré comme espace vectoriel sur lui-méme. I.’espace vectoriel # (4, F)
n’est autre que 1’espace vectoriel R".
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Prenons maintenant pour 4 I’ensemble N, et pour F le corps C des nombres
complexes, considéré comme espace vectoriel sur Iui-méme; les applications
de N dans C sont les suites de nombres complexes. Nous pouvons affirmer que,
muni des deux lois précédentes, I’ensemble des suites de nombres complexes est un
espace vectoriel sur C. :

5.3 Regles de calcul dans les espaces vectoriels. Soit E un espace vectoriel sur K.
1. Pour tout vecteur x de F,

0.x=0. ¢y
Pour tout scalaire «, '
a.0=20. @

2. Réciproquement, la relation
a.x=10
implique soit o == 0, soit x = 0.
Pour établir la relation (1), écrivons
©0+0).x=0.x+0.x,
soit
0.x=0.x+0.x;

comme E est un groupe pour 1’addition, nous pouvons simplifier les deux membres
par 0. x, d’ou le résultat cherché.
De méme,

. (0+0) =a.0+a.0,
soit
a.0=a.0+a.0,

d’ot la relation (2).
Soit réciproquement («, x) un élément de K'x E tel que

a.x=20.

Supposons o non nul; comme K est un corps, o« admet un inverse f.
Multiplions les deux membres de la relation précédente par § :

B.(e.x)=p.0;
mais

B.(wx)=0P).x=1.x=x,
et

B.0=0;
d’out
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5.4 Sous-espaces vectoriels. . - Soit (x;, x,, ..., x,) une suite finie de vecteurs d’un
espace vectoriel E sur K. On dit qu’un vecteur x de E est combinaison linéaire des
vecteurs x; s’il existe une suite (o, o5, ..., o,) de scalaires telle que

On peut étendre cette définition au cas d’une famille quelconque de vecteurs de £
de la maniére suivante : on appelle support d’une famille (o;);.; de scalaires
I’ensemble J des éléments i de [ tels que o; # 0. Lorsque J est fini, on dit que la
famille (o;);c; est & support fini.

Soit (x;);c; une famille de vecteurs de E. On dit qu’un vecteur x de E est com-
binaison linéaire des vecteurs x; s’il existe une famille («;);., de scalaires a support
fini J telle que

x =) ox,
ield
ce qu’on note encore
x =) ox.
iel
(Lorsque J est vide, on convient que le second membre représente le vecteur nu
de E)

On appelle relation linéaire entre les vecteurs x; une famille («;);., de scalaires a
support fini telle que
Z (xixi = 0.
iel
1l existe toujours une relation linéaire entre les vecteurs x;, & savoir la suite nulle;
cette relation linéaire est dite triviale.

Soient E un espace vectoriel sur K, et E’ une partie de E. On dit que E’ est un
sous-espace vectoriel de E si E’ est stable pour les deux lois de E (c’est-a-dire si la
somme de deux éléments de E’, et le produit d’un élément de £’ par un scalaire, sont
encore des éléments de E’), et si, muni des restrictions & E'X E’ et & Kx E’ des
lois de E, E' est un espace vectoriel sur K.

Un sous-espace vectoriel de E n’est donc jamais vide.

Comme pour les sous-groupes, on peut caractériser les sous-espaces vectoriels.
Soit E' une partie non vide d’un espace vectoriel £ sur K. Pour que E' soit un sous-
espace vectoriel de E, il faut et il suffit que E’ soit stable pour les deux lois de E,
autrement dit, que, pour tout couple (x, y) d’éléments de £’ et pour tout couple
(o, B) de scalaires, ax-+ Sy appartienne a E'.

Cette condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, supposons cette
condition satisfaite, et montrons que les restrictions des lois de £ munissent £’
d’une structure d’espace vectoriel,




100 Chapitre 5

Prenons en effet a = f§ = 0; le vecteur nul appartient & £, donc I’addition sur E’
admet un élément neutre. Prenons maintenant o =0, f = —1; nous voyons ainsi
que tout éiément y de E' admet un opposé (dans E'). L’associativité de 1’addition
sur E’ résulte immédiatement de 1’associativité de [’addition sur E. Nous voyons
donc que E’ est un groupe commutatlf

Enfin, les relations

l.x=1x,
a.(B.x)=(p).x,
@+p). x=a.x+f.x,

o.(x+y)=a.x+a.y,

étant vraies pour les éléments de E, le sont pour les éléments de E'. ,

Il en résulte immédiatement qu’étant donnée une famille (E;);.; de sous-espaces
vectoriels d’un méme espace vectoriel E, Pintersection E' = () E{ de cette famille
est encore un sous-espace vectoriel de E. ’ iel

En effet, E’, contenant le vecteur nul de E, est une partie non vide de E. De plus,
pour tout couple (x, y) de vecteurs de E’, et pour tout couple (a, ) de scalaires, le
vecteur ax + By appartient & £; pour tout élément / de 7, et donc 4 E’. La proposi-
tion permet de conclure.

Rapprochons maintenant ces notions de celle de combinaison linéaire, que nous
avons vue plus haut :

Soit (x,);.; une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E sur K. L’ensemble des
sous-espaces vectoriels de E contenant les vecteurs x; admet un plus petit élément
(au sens de la relation d’inclusion), & savoir I’intersection de tous les sous-espaces
vectoriels contenant les vecteurs x; ; on I’appelle sous-espace vectoriel engendré par
la famille (x;);.;. Ce sous-espace vectoriel n’est autre que I’ensemble des combinai-
sons linéaires des vecteurs x;.

En effet, I'intersection E’ de tous les sous-espaces vectoriels contenant les vec-
teurs x; est encore un sous-espace vectoriel contenant les vecteurs x;.

On vérifie aisément par récurrence sur le nombre de scalaires «; non nuls que
toute combinaison linéaire ) o;x; des vecteurs x; appartient & E’. Pour prouver

iel
que E’ est contenu dans ’ensemble E” des combinaisons linéaires des vecteurs x;,
il suffit de montrer que E” est un sous-espace vectoriel de E contenant les vecteurs
x;. Soit j un élément de I; enposanto; = 1 sii =jeta; = 0 dansle cas contraire, nous
voyons que x; appartient & E”. Soient enfin x = Z a;x; et y=y P;x; deux élé-
. ments de E", /1 et p deux scalaires; alors iel iel
Ax+py =3 (it pf) x,,
ie

ce qui montre que E” est un sous-espace vectoriel de E.

EXEMPLES.

1. Pour tout espace vectoriel E, la partie de E réduite au vecteur nul et I’espace
vectoriel E tout entier sont des sous-espaces vectoriels de E.
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2. Prenons pour E I’espace vectoriel R®. Il est immédiat que I’ensemble des
vecteurs de la forme (i, 0, 0) est un sous-espace vectoriel de R>. 1l en est de méme
des ensembles de vecteurs des formes suivantes :

(O: u2 s 0) ’
(O) 0, u3) ’
(ul s Uz, O) ’
(ll1 H .O, uB) ’
0, uy, u3).

Mais il existe des sous-espaces vectoriels de R* qui ne sont pas des types précé-
dents. '

3. L’ensemble des fonctions affines, ¢’est-a-dire des applications de R dans R de
la forme

x> ax+b,
est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel des applications de R dans R.

De méme, 'ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur a 2, c’est-a-
dire des applications de R dans R de la forme

x> ax’*+bx+c,

est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des applications de R dans R.
Les vérifications sont laissées au lecteur.

5.5 Applications linéaires. Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. On dit
qu’une application U de E dans F est linéaire si, pour tout couple (x, y) de vecteurs
de E et pour tout couple (o, f) de scalaires,

Upx+fy) =alUx)+LUy).

Il s’ensuit que U(#) = 0 (le symbole 0 désignant 2 la fois le vecteur nul de E et le

vecteur nul de F).
Une application linéaire d’un espace vectoriel E dans lui-méme s’appelle

endomorphisme de E.

ExeMpLE. Soit E ID’espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré
inférieur & 2, c’est-a-dire des applications de R dans R de la forme

firxrrax*+bx+ec.

Soit F I’espace vectoriel des fonctions affines, c’est-a-dire des applications de R
dans R de la forme

x> ax+b.

La dérivation est une application linéaire de F dans F.
Nous savons que la dérivée de fest

f’:xr—»Zax—Fb.

La dérivation est donc une application de £ dans F.
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De plus, pour tout couple (f, g) d’éléments de E et pour tout couple (x, f) de
nombres réels,

(f+Bg) = of '+ Bg’.

Un cas particulier trés important est celui olt F= K; plus précisément : soit E
un espace vectoriel sur K. On appelle forme linéaire sur E une application linéaire
de E dans K (le corps K étant considéré comme un espace vectoriel sur lui-méme).

ExempLE. Soient E I’espace vectoriel des applications de R dans R, et x, un
nombre réel. L’application qui a tout element Jfde E associe sa valeur au point x,
est une forme linéaire sur E.

En effet, pour tout couple (f, g) d’éléments de E, et pour tout couple («, §) de
nombres réels,

(of+ Bg) (xo) = af (xo) + By (xo) -

5.6 Tsomerphismes d’espaces vectoriels. On dit qu’une application linéaire U
d’un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F est un isomorphisme de E
sur F s’il existe une application linéaire ¥ de F dans E telle que

VoU=1I, e UoV=I. (1)

Un isomorphisme d’un espace vectoriel E sur fui-méme s’appelle automorphisme
de E.

ExeMPLE. Soient E un espace vectoriel sur K et o un scalaire. L’application
x — ox est un endomorphisme de E, appelé homothétie de rapport o. Si o est non
nul, c’est un automorphisme de F, dont ’application réciproque est I’homothétie
de rapport 1/a.

En particulier, I’application identique de F est un automorphisme de E.

On peut caractériser trés simplement les isomorphismes. En effet, soit U une appli-
cation linéaire d’un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F. Une condition
nécessaire et suffisante pour que U soit un isomorphisme de E sur F est que U
soit bijective.

Les relations (1) montrent que cette condition est nécessaire. Supposons réci-
proquement que I’application linéaire U soit bijective, et notons ¥ I’application
réciproque de U. Nous devons montrer que ’application ¥ est linéaire. Soient en
effet x et y deux vecteurs de F, o et  deux scalaires. Posons

s = V(x), t= V().
L’application U étant linéaire,

Ulas+ pt) = aU(s) + BU(2) .
D’olt

as+pt = VieU(s) + pU)],
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ou encore, par définition de s et de ¢,
aV(x)+ BV (y) = V(ex+pBy),

ce qu’il fallait prouver.

5.7 Image et noyau d’une application linéaire. Soient E et F deux espaces
vectoriels sur K, et U une application linéaire de E dans F.

1. L’image U(E’) d’un sous-espace vectoriel E' de E par U est un sous-espace
vectoriel de F. En particulier, ’image de E par U est un sous-espace vectoriel de F,
appelé aussi image de U, et noté Im(U).

2. L’image réciproque U™ *(F') d’un sous-espace vectoriel F' de F est un sous-
espace vectoriel de E. En particulier, I'image réciproque de {0} est un sous-espace
vectoriel de E, appelé noyau de U, et noté Ker(U).

3. Une condition nécessaire et suffisante pour que U soit injective est que son
noyau soit réduit au vecteur nul de E.

Vérifions ces trois assertions.

Assertion 1. Soient x et y deux vecteurs de U(E"), o et § deux scalaires. I
existe deux vecteurs s et t de E’ tels que x = U(s) et y = U(f); nous en déduisons
que ‘

ax+ By = Ulas+ ft).

Comme E’ est un sous-espace vectoriel de E, U(E’) est un sous-espace vectoriel
de F.

Assertion 2. Soient s et ¢ deux vecteurs de U™ (F"), o et B deux scalaires. Les
vecteurs x = U(s) et y = U(t) appartiennent & F'; donc le vecteur

Uos+ ft) = ax+ By
appartient & F’, ce qui signifie que as+ ft appartient & U™ (F').

Assertion 3. Si ’application U est injective, il est évident que son noyau est
réduit & {0}. Réciproquement, supposons que

Ker(U) = {0} .
Soient x et y deux vecteurs de E tels que U(x) = U(y). Puisque ’application U est
linéaire,

Ulx—y) =0.
D’aprés ’hypothese,

x—y =0;

donc x = y.
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5.8 Espaces vectoriels d’applications linéaires

1. Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. L’ensemble des applications
linéaires de £ dans F est un sous-espace vectoriel, noté Z(E, F), de I’espace
vectoriel & (E, F) de toutes les applications de E dans F.

2. Soient E, F et G trois espaces vectoriels sur K, U une application linéaire
de E dans F, et V une application linéaire de F dans G. Alors ’application compo-
sée V o U est une application linéaire de E dans G.

Vérifions ces deux assertions.

Assertion 1. Notons d’abord que % (E, F) n’est pas vide, puisque Papplication
nulle de E dans F est linéaire. Il suffit donc de vérifier que, pour tout couple
(Uy, U,) d’éléments de £ (E, F) et pour tout couple (4,, 1,) de scalaires, I’applica-
tion U= 4, U;+4, U, est linéaire.

Considérons en effet deux vecteurs x et y de E, et deux scalaires « et . Par défini-
tion des lois de & (F, F),

Uox+By) = Ay Uy (ax+By) + 2, Uy (0x+ ).
Puisque les applications U, et U, sont linéaires,
Ulox+py) = A [al; (x) + BUL (0] + Ao [0Uy (x) + U, ()]
Le corps X étant coinmutatif, cette expression vaut encore |
afd; Uy (x) + A, U (0)] + BIA, U (p) + 4; U, ()],
ou, par définition des lois de & (F, F),
aUx)+BU(y),

d’ou le résultat annoncé.

Assertion 2. Soient encore x et y deux vecteurs de E, o et § deux scalaires. Par
définition de I’application composée des applications U et ¥,

(Vo U) (ax+fy) = V[U(ex+fy)].

L’application U étant linéaire,
VIU(ax+py)l = VIeU(x) + BUR);

Papplication V étant linéaire,
V[eU(x) + BUM)] = aV[Ux)]+ BVIUM)].

L’application ¥ o U est donc linéaire.

ExempLEs. Lorsque E est réduit a {0}, alors, pour tout espace vectoriel F,

& (E, F) = {0}.

De méme, lorsque F= {0}, pour tout espace vectoriel E, 1’espace vectoriel
Z(E, F) est réduit a I’application nulle de £ dans F.
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Il en résulte trois conséquences immédiates :

e Soit E un espace vectoriel sur K. L’ensemble des formes linéaires sur E est un
sous-espace vectoriel, appelé dual de E et noté E*, de ’espace vectoriel & (E, K).

e Soit E un espace vectoriel sur K. L’ensemble des endomorphismes de E, muni
des deux lois de composition internes :

(U, V)= U+V et (U V)—Vol,

est un anneau unitaire, dont I’élément neutre pour la deuxiéme loi est I’application
identique de E.

(L’application ¥ o U se note encore VU.)

Cet anneau unitaire s’appelle anneau des endomorphismes de E, et se note
Z(E).

En général, I’anneau unitaire & (F) n’est ni un anneau commutatif, ni un corps.

e Soit E un espace vectoriel sur K. L’ensemble des automorphismes de E est un
sous-groupe, appelé groupe linéaire de E et noté GL(E), du groupe des permu-
tations de E; c’est encore le groupe des éléments inversibles de ’anneau unitaire
Z(E). ‘

En général, le groupe GL(E) n’est pas commutatif.

5.9 Sous-espaces vectoriels supplémentaires. Soient E’ et E” deux sous-
espaces vectoriels d’un espace vectoriel E sur K.

On appelle somme de E' et E”, et on note E’+E”, le sous-espace vectoriel de £
engendré par E'UE".

On dit que la somme de E' et E” est directe si E' nE"” = {0}; on la note alors
E'®E".

On peut caractériser trés simplement les sommes et sommes directes. En effet :

1. La somme de E’ et de E” n’est autrs que ’ensemble des vecteurs x de E
pouvant s’écrire sous la forme

x=x"+x", ou x'eE" et x"eE". )

2. Pour que la somme de E’ et E” soit directe, il faut et il suffit que tout vecteur x
de E'+ E" puisse s’écrire d’une seule maniére sous la forme précédente.
Nous laissons la démonstration de ces deux assertions 2 titre d’exercice.

Soient E’ et E” deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E sur K. On
dit que E' et E” sont supplémentaires dans E si E est somme directe de E' et de E” :

E=E@E,

c’est-a-dire si £ U E” engendre E et si E'n E” = {0}. Cela revient & dire que tout
vecteur x de E se décompose d’une maniére et d’une seule sous la forme x = x’ +x",
oux'eE etx"eFE"

Les applications U’ : x > x’ et U": x — x” s’appellent respectivement projec-
teur sur E’ parallélement & E” et projecteur sur E” parallélement & E'. Les vecteurs
x’' et x” s’appellent respectivement projection de x sur E’ parallélement & E” et
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projection de x sur E” parallélement & E’. Elles possédent un certain nombre de
propriétés simples :

1. Les applications U’ et U” sont des endomorphismes de E.

2. L’endomorphisme U’ a pour image E’ et pour noyau E”.

3. Les endomorphismes U’ et U” satisfont aux relations

U/ Ur/ — U// U/ — 0 (2)
Ur=U e U?=U" ) 3)
U+U" =Iy. @

Démontrons ces trois assertions :

Assertion 1. Soient x et y deux vecteurs de E, décomposés respectivement en
x'+x"ety +y”,oux’,y eE etx" y'eE", aetf deux scalaires. Alors

ax+py = (ax’+fy’) + (ax"+ fy").
La décomposition de ax+ fy sous la forme (1) étant unique,
U'(ax+pfy) = ax'+fy" = aU'(x) + fU'(3),

ce qui montre que l’application U’ est linéaire.

Assertion 2. 1l est évident que Im(U’) est contenu dans £’. Comme, pour tout
vecteur x de E’, U'(x) = x, nous voyons que Im(U") = E’. D’autre part, le noyau
de U’ est constitué des vecteurs x de E tels que U'(x) = 0, c’est-a-dire tels que x
appartienne a E”.

Assertion-3. Pour tout vecteur x de E; (U'U)(x)=U"(x")=0; donc
U"U'"=0. De méme, U'U"=0.

Pour tout vecteur x de E, U'(x) =x' € E’. Puisque, pour tout vecteur x’ de E’
U’ (x") = x', nous voyons que U'*(x) = U’ (x). D’olt les formules (3).

Enfin, Ia formule (4) découle de la définition des applications U’ et U"”.

Réciproquement, soient U’ et U” deux endomorphismes de E satisfaisant aux
relations (2) a (4). Nous allons montrer que U’ est le projecteur sur Im(U’)
parallélement & Ker(U’). Remarquons d’abord que les relations (4) et U2 = U’
impliquent les relations (2) et U"* = U". »

Eneffet, U' U" = U'(I;—U")= U'—U'* =0; de méme, U” U’ = 0. Enfin,

U? = (I;—UY = I;—-2U +U? =I;-U = U".

Nous sommes donc ramenés & prouver que, pour tout endomorphisme U de E tel
que U2 = U, ’image et le noyau de U sont supplémentaires dans E et que U est le
projecteur sur Im(U) parali¢lement & Ker(U).

En effet, supposons que tout vecteur x de E puisse s’écrire sous la forme

X = x/_i_x//’
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ou x'eIm(U) et x"eKer(U). Alors U(x)=U(x'). Comme x’' appartient a
Im(U), il existe un vecteur y de E tel que U(y) = x’. Puisque U? = U,

U)=U*»=U®).

Donc x' = U(x) et x" = x— U(x); la décomposition de x est unique. Réciproque-
ment, il est immédiat que U(x) appartient & Im(U) et x — U(x) a Ker(U). Ainsi, les
sous-espaces vectoriels Im(U) et Ker(U) sont supplémentaires dans E, et U est
I’application x — x', ce qu’il fallait prouver. '

ALGEBRES

5,10 Applications bilinéaires. Algébres. Soient E et F des espaces vectoriels
sur K. On dit qu’une application f'de E? dans F est bilinéaire si, pour tout vecteur y
de E, ’application x — f(x, y) est linéaire et si, pour tout vecteur x de E. I’applica-
tion y i f(x, y) est linéaire.

Lorsque F = K, on dit que f est une forme bilinéaire sur E. Ce cas sera étudié an
chapitre 8. Nous examinons maintenant seulement le cas ol F = E. Dans ces condi-
tions, fest une application de E x E dans E ; autrement dit, c’est une loi de composi-
tion interne sur E. Cette loi s’appelle souvent multiplication; 1’élément f(x, y)
s’appelle produit de x et de y, et se note tout simplement xy.

Un espace vectoriel £ sur K muni d’une application bilinéaire de £ x E dans E est
appelé algébre (sur K). Ainsi, I'ensemble E est muni de deux lois de composition
internes, notées additivement et multiplicativement, et d’une loi de composition
externe, ces lois satisfaisant aux conditions suivantes :

a) Muni de la premiére et de la troisiéme loi, E est un espace. vectoriel;
~b) Pour tout triplet (x, y, z) d’éléments de E,
x(y+2) =xy+xz (y+2z)x = yx+zx;
¢) Pour tout coﬁple (o, B) d’éléments de K et pour tout couple (x, y) d’éléments
de E,
(ax) (By) = (af) (xy) .
On dit que ’algébre E est associative si la multiplication I’est. Muni des deux
de composition internes, E est alors un anneau. On dit que l'algebre est

unitaire si la multiplication admet un élément unité. Enfin, on dit que I’algébre est
commutative si la multiplication I’est.

La plupart des espaces vectoriels que nous rencontrerons sont munis d’une
structure d’algébre. C’est déja le cas pour £ (E), muni de la loi de composition des
applications. L’algébre % (E) est associative et unitaire; I’élément unité est I'appli-

cation identique /5.
Soit 4 un ensemble non vide. On munit I’ensemble F(4, K) des applications de

A dans K des trois lois suivantes :

(f+9) () =F(xX)+g(x)
(fg) (x) = f(x) g(x)
(of) (%) = of (x) .
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Alors F(A4, K) est une algébre sur K, appelée algébre des applications de 4 dans K.
Dans le tome 2, nous étudierons le cas ol A est une partic de R et ol K=R;
nous obtiendrons I'algébre des fonctions numériques définies sur 4. Dans le
tome 4, nous remplacerons 4 par une-partie de R?, pour passer & 1’algébre des
fonctions numériques de deux variables réelles. Lorsque 4 = N, nous obtenons
tout simplement ’algébre des suites d’éléments de K. En prenant K= R ou K =C,
nous voyons que les suites de nombres réels ou de nombres complexes consti-
tuent une algébre.

Citons encore ’algébre des matrices carrées d’ordre n (chapitre 7) et I’algébre des
polyndmes (chapitre 9).

5.11 Sous-algébres. Les définitions des sous-groupes, sous-anneaux, SOus-
corps et sous-espaces vectoriels conduisent naturellement 2 celle des sous-algébres :

On dit qu’une partie E’ d’une algébre E sur K est une sous-algébre de E si E’ est
stable pour les trois lois de E et si, munie des lois induites, E’ est une algebre sur K.
Si I’algébre E est unitaire, les sous-algébres de F contenant I’élément unité de E
sont appelées sous-algébres unitaires de E.

Pour qu’une partie E' de E soit une sous-algébre de E, il faut et il suffit que E’
soit un sous-espace vectoriel de E stable pour la multiplication.

Par exemple, les homothéties d'un espace vectoriel E constituent une sous-
algébre unitaire de 1’algébre unitaire & (E).

5.12 Morphismes d’algébres. Soient E et F deux algébres sur K. On dit qu’une
application U de E dans F est un morphisme d’alggbres si ¢’est un morphisme pour
les trois lois. En particulier; ’application U doit &tre linéaire. Si les algébres E et F
sont associatives, U doit étre un morphisme d’anneaux.

Supposons enfin que les algébres E et F sont unitaires. Comme dans le cas des
anneaux, on entend par morphisme d’algébres unitaires un morphisme d’algébres
transformant 1’élément unité de E en celui de F.

Nous n’insistons par pour le moment sur ces notions qui peuvent sembler
abstraites au premier abord. Le lecteur verra des exemples tout le long de ces
ouvrages, et comprendra qu’il aurait été absurde de passer sous silence la structure
la plus répandue!

Wilix -



EXERCICES

Sous-espaces vectoriels

Déterminer parmi les ensembles de vecteurs (xy, x,, x3) de R? définis par les

conditions suivantes ceux qui sont des sous-espaces vectoriels :

5.1
5.2
53
54
55
5.6
5.7 ¢

5.8

Xy +x,+x3=0.

4x,—2xy+x3=0.

3x +xtx;=1.

x;—4x,+x3=0 et 4xy+x,—x3=0.
2x;—3x;—x3=0 et 4x,—6x,—2x3=0.
Xy —Xy+x3=0 ou xytx,—x3=0.

Soient F, G et H trois sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E, tels que
FNnG=FnH, F+G=F+ H et que G H. Montrer que G = H.

Soient E un espace vectoriel et (F, G) un couple de sous-espaces vectoriels de E
distincts de E. Montrer que FuU G est distinct de E.

Applications linéaires

59 Soit U l'application de R* dans R® qui & tout vecteur (x,, x,, x5, X,) associe le
15 %25 X3, X4

5.10

5.11

5.12

5.13

514
5.15

5.16

vecteur (x,, X,, X3, X4, 0). Montrer que U est linéaire; déterminer son noyau et
son image.

Soit E’ un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E. Montrer que 'injection
canonique de E’ dans E est linéaire; déterminer son Tioyau et son image.

Montrer que les applications suivantes de R? dans R? sont linéaires; déterminer
leurs noyaux et leurs images.

Uxy, x;) = (@dx; —3x,, S5x,+4x,).

U(xy, xy) = (6x1‘--4y2 , 9x—6x,).

Mémes questions pour les applications de R® dans R? définies ci-dessous :
Ulxy, Xy, x3) = (xy+x5+x3, X5, X3).

Uxy, x5, Xx3) = (x5+x3, x4 Fx5+ X3, X9).

Soient U et ¥ les applications de R? dans R? définies par

Uy, xp)=@x;—x,, X, —X;) Vixy, x5) =(xy+x5, 2%, —x,).

Montrer que U et ¥ sont linéaires. Déterminer les applications Vo Uet Uo ¥, et

‘vérifier qu’elles sont linéaires.

Montrer que les applications de R? dans R? définies ci-dessous sont des auto-
morphismes de R? :

Uxy, x5) = (xy tx,, x9). 517 U(xy, x3)=(5x;—4x,, 6x+5x,).
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5.18

5.19

5.20
521
5.22
5.23
5.24

Chapitre 5

Soient E un espace vectoriel sur X et U un endomorphisme de E. Montrer que si,
pour tout vecteur x de E, les vecteurs x et U(x) sont colinéaires, U est une homo-
thétie.

Soient E un espace vectoriel et U un endomorphisme de E tel que U? = 0.
a) Montrer que Im(U) < Ker(U).
b) Montrer que I+ U est un automorphisme de E.

Soit U un endomorphisme d’un espace vectoriel E.

Montrer que si Ker(U) NIm(U) = {0}, alors Ker(U?) = Ker(U).

Montrer la réciproque.

Montrer que si E = Ker(U) -+ Im(U), alors Im(U?) = Im(U).

Montrer la réciproque.

Soient E un espace vectoriel sur R et U un endomorphisme de E tel que U? = I,.

a) Montrer que les applications U, et U, de E dans lui-méme, définies par '
Uy (x) =3[x+Ux)] Uy (x) =3[x~U(x)]

sont des endomorphismes de E.

b) Soient E, et E, les images de U, et U,. Montrer que, pour tout vecteur x, de
E,, U(x;) =x, et que, pour tout vecteur x, de E,, U(x,) = —x,. En déduire
que E; et E, sont supplémentaires dans E.

¢) Montrer que U, est le projecteur sur E; parallélement & E, et que U, est le
projecteur sur E, parallélement 4 E;.

“
~~~~~~



CHAPITRE 6
ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

6.1 Bases. Posons d’abord quelques définitions :

Soit (x;);.; une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E sur K.

On dit que cette famille est génératrice si le sous-espace vectoriel de E qu’elle
engendre est égal & E tout entier.

On dit que cette famille est /ibre si la relation linéaire triviale est la seule relation
linéaire entre les vecteurs x,. Dans le cas contraire, on dit que cette famille est /iée.

On dit enfin que cette famille est une base de E si elle est libre et génératrice.

Lorsque la famille (x;);; est libre, on dit encore que les vecteurs x; sont linéaire-
ment indépendants; sinon, on dit ‘qu’ils sont lindairement dépendants. Deux vec-
teurs linéairements dépendants sont dits colinéaires; trois vecteurs linéairement
dépendants sont dits coplanaires.

EXEMPLES.

1. Pour qu’une famille réduite & un seul vecteur x soit libre, il faut et il suffit que
x soit non nul.

2. Une famille contenant le vecteur nul, ou deux fois le méme vecteur, n’est pas
libre. :

3. Dans I’espace vectoriel R?, la famille constituée des vecteurs x, = (1, 1),
x,=(1, —1) et x3=(0, 1) est génératrice.

En effet, tout vecteur x = (i, , u,) peut s’écrire sous la forme

x ulx +u1x + U, x
=Xy T Xy 2%3,
2 2

ou encore sous la forme
x = Uy Xy + (U +uy) X3.

Les bases ont une propriété trés importante que voici :

On suppose que B = (e;);. est une base de E. Alors, pour tout vecteur x de E,
il existe une famille (u;);.; de nombres réels @ support fini et une seule telle que

X = Z u; e,
iel
on I'appelle famille des composantes du vecteur x dans la base B.

L’existence d’une telle famille découle du fait que B est génératricé. Suppo-
sons maintenant que x puisse s’écrire sous la forme

x =) ve.

iel
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Alors
Z (ui—v) e, = 0.

iel

Or, puisque B est libre, tout relation linéaire entre les vecteurs e; est triviale. Ainsi,
pour tout élément i de I, u;—v; =0, soit u; =v,.

Réciproquement, si tout vecteur x de E peut s'écrive d’une maniére et d’une
seule sous la forme d’une combinaison linéaire des vectewrs e;, la famille B est
une base de E.

L’existence d*une décomposition de tout vecteur de E sous forme d’une combi-
naison linéaire des vecteurs e¢; montre que B est génératrice. L unicité de la
décomposition du vecteur nul montre que B est libre.

ExempLE. Dans [’espace vectoriel K", la famille constituée des n vecteurs
e,=(1,0,0,...,0), ¢,=(0,1,0,...,0),..., ¢,=(0,0,0, ..., 1) est une base, dite
canonique. De plus, pour tout vecteur x = (uy, #,, ..., 4,) de K", la famille des
composantes de x dans la base canonique n’est autre que (¢, #;, ..., 4,).

En particulier, la base canonique de C = R? est constituée de 1 et de j.

6.2 Espaces vectoriels de dimension finie. On dit qu’un espace vectoriel E sur
K est de dimension finie s’il existe une famille génératrice finie d’éléments de E.
Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.

Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base. En effet, on a le théo-
réme suivant : '

Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur K et S=(x)); <; < p une
famille génératrice finie de vecteurs de E. Il existe alors une base de E extraite de S.

Ecartons le cas ot I’espace vectoriel £ est réduit au vecteur nul. L’ensemble des
cardinaux des familles libres extraites de S est une partie non vide de N majorée
par p, admettant donc un plus grand élément n. Soit B=(y,,y,,...,»,) une
famille libre extraite de S & » éléments. Supposons par I’absurde que B ne soit pas
génératrice. Il existe alors un vecteur x; de S qui n’est pas combinaison linéaire des
vecteurs de B. (Sinon, puisque S est génératrice, B le serait aussi.) La famille B’
obtenue par adjonction de x; & B est encore libre. En effet, soit

n

Y, oy +px=0

i=1
une relation linéaire entre les éléments de B’. Puisque x; n’est pas combinaison
linéaire des vecteurs de B, = 0. Il s’ensuit que

i=1
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La famille B étant libre, tous les scalaires «; sont nuls. Nous aboutissons & une
contradiction, car B’ est une famille libre extraite de .S ayant strictement plus de n
¢léments.

En fait, tout espace vectoriel admet une base, mais la démonstration dans le cas
général n’est pas élémentaire.

Le théoréme suivant est trés important, et connu sous le nom de « théoréme de la
base incomplete ».

Soient £ un espace vectoriel de dimension finie sur K, B=(e,, ¢,, ..., ¢,) une
base finie de Eet L = (f,,f,, ..., f,) une famille libre finie de vecteurs de E. Alors
p < n et ’on peut compléter L en une base B’ de F par adjonction & I, de n—p
¢léments de B.

Nous admettrons ce théoréme.

On peut maintenant définir la dimension d’un espace vectoriel. En effet, soit £ un
espace vectoriel de dimension finie sur K. Alors toutes les bases de E sont finies et
ont le méme nombre de vecteurs.

Le cardinal commun & toutes les bases de E s’appelle dimension de E et se note
dim E.

Soient en effet B et C deux bases de E. Puisque toutes les familles libres de
vecteurs de E sont finies, il en est ainsi de B et de C. Le théoréme montre alors que
Card (C) < Card (B). De méme, Card (B) < Card(C). L’antisymétrie de la rela-
tion d’ordre naturel dans N entraine 1’assertion.

Un espace vectoriel de dimension 1 est appelé droite.

Un espace vectoriel de dimension 2 est appelé plan.

Pour éviter des cas d’exception, on est amené a dire qu’un espace vectonel
réduit au vecteur nul est de dimension 0.

ExeMPLES.

L’espace vectoriel R est une droite, souvent appelée droite numeérique.
L’espace vectoriel R? est un plan.

L’espace vectoriel R® est de dimension 3.

Plus généralement, I’espace vectoriel R" est de dimension #.

1l résulte encore du théoréme ci-dessus que, dans un espace vectoriel F de dimen-
sion n sur K, toute famille génératrice finie S de vecteurs de E a au moins n éléments,
et il existe une base B de E constituée de n vecteurs de S.

Ceci entraine donc que, dans un espace vectoriel £ de dimension » sur K, toute
famille libre de n vecteurs de E est une base, et toute famille génératrice de n
vecteurs de E est une base.

6.3 Caractérisation des espaces vectoriels de dimension inférieure 2 n. Soient E
un espace vectoriel sur K et » un entier naturel. Pour que E soit de dimension finie
inférieure a n, il faut et il suffit que toute farmlle libre de vecteurs de F ait au plus n
éléments.

Nous savons déja que cette condition est nécessaire. Réciproquement, soient m
le plus grand des entiers naturels p tels qu’il existe une famiile libre de p vecteurs de
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E et L une famille libre de m vecteurs de E. Alors tout vecteur de E est combinaison
linéaire des vecteurs de L, ce qui montre que L est une base de E. Ainsi, dim E < m.

EXEMPLES.
1. Montrer que les vecteurs
x, = (1,2, -1), x, =(-2,1,1), x;=(,~-12
forment une base de R3.

11 suffit pour cela de montrer que les vecteurs x,, x,, X, sont linéairement indé-
pendants. Soient donc «,, o,, o5 trois nombres réels tels que

0y Xy 0y Xg 03 X3 = 0
alors
o =20+ a3 =0,
20,4+ o,— o3 =0,
— o+ op+2a; = 0.
Ajoutons les deux premiéres relations membre & membre :
3oy —0at, = 0;
d’oti o, = 3ay,
et, en reportant dans la deuxiéme relation :
oy = Say.
Substituons les valeurs obtenues dans la troisiéme relation :
-0y +3a,+100; =0,
soit : 120 = 0,
et finalement
oy =0y =a3 =0,
ce qu’il fallait prouver.
2. Trouver une base du sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs
x, =(,23), x, =02,-11), x3=(,0,1) et x, =(0,1,1).
Les vecteurs x, et x, sont linéairement indépendants, puisque leurs composantes

ne sont pas proportionnelles. Le vecteur x4 peut s’écrire sous la forme

1
X3 = 3 (x1+2x;),
¢t le vecteur x, sous la forme

1
X4 = g(le"xz)-
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Les vecteurs x, et x, constituent donc une base du sous-espace vectoriel £’ engen-
dré par les vecteurs x;, x,, X3 €t x,.

De plus, il est immédiat que deux quelconques des vecteurs x,, x,, x; et x, sont
linéairement indépendants. Nous obtenons ainsi les autres bases du sous-espace
vectoriel E' constituées de vecteurs pris parmi les vecteurs donnés :

(xl’ x3) . (xl’ x4)s (xZ: x3)s (x27 X4), (xS’ x4)
et EUSSi (xz, xl): (x3: x1)7 (x49 x1)7 (X3, xZ)’ (x49 xz), (xth x3)‘

Il existe bien entendu des bases de E’ qui ne sont pas obtenues par ce procédé,
telles que par exemple (x; +x,, x; —2x,).

6.4 Détermination d’une application linéaire. Soient E et F deux espaces
vectoriels sur K, ’espace vectoriel E étant de dimension finie p et muni d’une base
(g1, €3, ..., €,). Pour toute suite (y;, ¥, -.,- y,) de p vecteurs de F, il existe une
application linéaire U de E dans F et une seule telle que, pour tout €lément j de
(1, 0], Uley) =y;.

En particulier, deux applications linéaires prenant méme valeur sur les €léments
d’une base sont égales.

Unicité. Tout vecteur x de E peut s’écrire d’une maniére et d’une seule sous la
forme

P
x =y uje.
=1

Supposons qu’il existe une application linéaire U répondant 2 la question. Néces-
sairement,

U(x) = il u; Ulep) = '21 u;y;, (1)

Jj= j=

ce qui détermine U.

Existence. 1.’unique application U de E dans F définie par la formule (1)
convient visiblement.

6.5 Sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension finie. Soit £ un
espace vectoriel de dimension » sur K. Alors tout sous-espace vectoriel £’ de E est
de dimension finie, et

dim E' < dim E.
En effet, toute famille libre de vecteurs de E’ est une famille libre de vecteurs de E.

Or, d’aprés le n° 6.2, toute famille libre de vecteurs de E a au plus n éléments;
I’assertion résulte alors du n° 6.3.

Le théoréme suivant montre I'existence de sous-espaces vectoriels supplémen-
taires.
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Soient E un espace vectoriel de dimension » sur K et E’ un sous-espace vectoriel
de E de dimension p.

1. Tous les sous-espaces vectoriels supplémentaires de E’ dans E ont pour
dimension n—p.

2. 1l existe un sous-espace vectoriel supplémentaire de E" dans E.

Assertion 1. Soient E” un supplémentaire de E' dans E, B' = (e, e,, ..., €,)
une base de E’ et B" = (f,, f,, ..., f,) une base de E”. Puisque tout vecteur x de £
peut se décomposer en la somme d’un vecteur de E’ et d’un vecteur de E”, la
famille B=(ey, €5, ..., €,, f1,f2, ..., f,) est génératrice. Soit '

4 q
.Zl o;e; + -Zl ﬂlfl =}
i= i=

. P
une relation linéaire entre les vecteurs de B. Le vecteur x’ = Y «;e; appartient
. i=1

a
4 E' et le vecteur x" = » B.f; appartient & E”. L’unicité de la décomposition
i=1

du vecteur nul sous la forme x'+x” montre que x’ = x" = 0. Les vecteurs e, e,,
..., €, étant linéairement indépendants, les scalaires a;, a5, ..., @, sont nuls; il en
est de méme de fy, B, ..., B,. Ainsi, la famille B est libre, et

dim E”" = g = n—p.
Assertion 2. Soit B’ = (e, ezl, ..., €;) une base de E'. Puisque B’ est une
familie libre de vecteurs de E, on peut compléter B’ en une base :
B = (81, €25 cuny ep’fl"fZ’ ---afn—p)

de E. Montrons que le sous-espace vectoriel E” de E engendré par f,fz, ..., fu—p
est un supplémentaire de E’ dans E.

Puisque la famille B est. génératrice, tout vecteur x de E peut s’écrire sous la
- forme

P n—p
X = 'Zl oe; + -21 Bifi
- =

. N . P . N
c’est-a-dire sous la forme x =x'+x", ol le vecteur x' = ) «;e; appartient &
toe i=1

N n—p
" E'etlevecteur x” = ) B,f; A E".
j=1

Enfin, soit x =y’ + y” une deuxiéme décomposition de x, ot y' € E' et " € E".
Alors x'—y’ =y"—x"; le premier membre appartient 2 E’ et le second & E”.
Décomposons x'—y’ et x"—y" dans les bases B et B" = (f,f2, ..., fu-p)

P

! 7 us "

=y =3 we et x"—y' = v;f;.
i=1
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Alors

n—p
ue;+ ). vf;=0.

1 i=1

M=

i
Nous obtenons ainsi une relation linéaire entre les vecteurs de la famille libre B.

Cette relation linéaire étant triviale, x'—y’ = 0 et x"—y" =0, ce qui montre
I’unicité de la décomposition du vecteur x.

11 en résulte que, étant donné un espace vectoriel £ de dimension finie sur K et E’
un sous-espace vectoriel de E, pour que F' = E, il faut et il suffit que dim E' = dim F.

6.6 Rang d’une application linéaire. Soient E et F deux espaces vectoriels
sur K et U une application linéaire de E dans F. On dit que U est de rang fini si
Pimage de U est de dimension finie. Cette dimension est alors appelée rang de U,
et notée rang (U).

Dans ces conditions, si E est de dimension finie, toute application linéaire U de E
dans F est de rang fini, €t

dim E = dim Ker(U) + rang(U).

Soient en effet £’ un sous-espace vectoriel supplémentaire du noyau de U dans
E et U’ la restriction de U & E’. Alors

Ker(U') = Ker(U) n E' = {0},

ce qui montre que U’ est injective. Il s’ensuit que U’ définit un isomorphisme de
E’ sur Im(U). Donc Im(U) est de dimension finie égale a celle de £'. La formule
annoncée découle alors de la suivante :

dim E’ + dim Ker(U) = dim E.

6.7 Noyaux des formes linéaires. Soit f une forme linéaire non nulle sur R
Alors le noyau de fest une droite.
Soit de méme f une forme linéaire non nulle sur R3. Alors le noyau de fest un

plan.
En effet, I’image de toute forme linéaire non nulle est R. Sa dimension est donc 1.

Nous pouvons nous demander réciproquement si toute droite de R?, ou tout
plan de R3, peut étre considéré comme le noyau d’une forme linéaire. La réponse
est affirmative : étant donnée une droite D de R?, il existe une forme linéaire sur R?
dont le noyau est D; de plus, deux telles formes linéaires sont proportionnelles.

Soit f une forme linéaire sur R? dont le noyau est D. L’équation

f(x) =0,

qui a pour ensemble de solutions la droite D, s’appelle équation de la droite D.
Soit de méme P un plan de R3. Il existe une forme linéaire sur R* dont le noyau
est P; deux telles formes linéaires sont proportionnelles.
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Soit f une forme linéaire sur R® dont le noyau est P. L’équation
f(x) =0,
dont I’ensemble des solutions est P, s’appelle équation du plan P.

Soit en effet ¢; un vecteur non nul de D. Choisissons un vecteur e, de R? non
colinéaire a e, . D’aprés le n°® 6.4, il existe une forme linéaire f, sur R? et une seule
telle que

Jo(e) =0, So(ey) = 1.

11 est clair que f,, convient.
Soit maintenant f une forme linéaire sur R? dont le noyau est D. Posons

a = f(e)-
La forme linéaire f—af;, s’annulant sur e, et e,, est nulle. Donc
S=dof.

Le cas des plans de R? se traite de méme.

6.8 Récurrences linéaires. Nous avons déja rencontré au chapitre 1 les suites
satisfaisant a la relation de récurrence '

U, = ri,..q

~ (suites géométriques de raison r). Le terme général est donné en fonction de n et du
premier terme #, par la formule wu, =r"u,.
Nous nous proposons plus généralement de trouver les suites satisfaisant 4 la
relation de récurrence

U, = pUy_y +qun—-2’

ol p et g sont deux nombres complexes donnés. Nous écarterons le cas déja étudié

ol g=0. .
Le théoréme utile pour cette recherche est le suivant :

L’ensemble des suites (1,) de nombres complexes satisfaisant 4 la relation de
récurrence

Uy = Ply_y +qun—2 (1)
est un espace vectoriel sur C, de dimension 2.

Nous savons déja que les suites de nombres complexes constituent un espace

_ vectoriel sur C. (C’est le cas particulier de ’espace vectoriel & (4, F) des applica-

tions d’un ensemble A dans un espace vectoriel F sur C, lorsque 4 = N et que

F=C.) Montrons que les solutions de 1’équation (1) constituent un sous-espace
vectoriel de I’espace vectoriel # (N, C). -

En effet, I’ensemble E des solutions de (1) est non vide, puisqu’il contient la

suite nulle. De plus, soient (u,) et (v,) deux solutions de 1’équation (1), « et f deux
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nombres complexes; alors, pour tout entier naturel n supérieur a 2,

au,,+,Bv,, = a(pun—l +qll,,..2) + ﬁ(pvn—l +qvn-—2)
p(aun——l +ﬁvn—-1) + q(ocu,,_2+ﬁv,,_2) ’

ce qui montre que la suite de terme général au,+ fv, est encore une solution de
I’équation (1).

D’autre part, il est immédiat que la donnée des deux premiers termes u, et u,
définit par récurrence une suite (u,) et une seule satisfaisant & la relation (1).
Considérons alors ’application U de I’espace vectoriel C* dans 1’espace vectoriel E
qui au couple (uq, u;) associe cette suite (1,). '

I

L’application U est linéaire. Soient en effet « et f deux nombres complexes,
(4o, uy) et (vo, v;) deux éléments de C?, (u,) et (v,) leurs images par U. Alors la
suite de terme général

w, = ou,+ fo,
a pour premiers termes
wo = aug+ Pog, wy = ouy +Poy .
L’application U est surjective. En effet, tout suite (,) peut &tre considérée
comme 'image par U de ses valeurs initiales u, et ;.

L’application U est injective. Son noyau, image réciproque de la suite nulle, est
réduit au vecteur nul de C?, puisque la relatxon u, = 0 pour tout entier naturel n

implique évidemment uy =0 et u; = 0.
| apphcatxonlmeaxre U, étant bijective, estun 1somorphxsmed espaces vectoriels.

Il résulte alors du n® 6.6 que
dim E = dim C? = 2,
ce qui achéve la démonstration.

Pour expliciter toutes les solutions de I’équation (1), il convient donc de con-
naitre deux solutions linéairement indépendantes. Par analogie avec le cas des
suites- géométriques, cherchons des solutions de la forme

u, =i",

ol r est un nombre complexe non nul. Alors
=pr" 4 g2,
Le nombre complexe r est donc racine de I’équation, dite caractéristique,
x*—px—q=0.

Distinguons deux cas :

1. Le discriminant p*+4q est non nul. L’équation caractéristique admet
donc deux racines distinctes r, et r,. Nous obtenons ainsi deux solutions

"

U, = rj et u, =rs.
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Montrons que ces solutions sont linéairement indépendantes : soient en effet o
et f§ deux nombres complexes tels que, pour tout entier naturel »,

au, + Pu, = 0.
Alors  aug + Bug =0,
s0it o+ f=0;
deplus, ou; + puy =0,
soit ary + fr, =0,
ouencore a(r;—r,) = 0.

Comme les racines de 1’équation caractéristique sont distinctes, nous voyons que
o= f=0, ce qu’il fallait prouver.
La solution générale s’écrit donc dans ce cas

u, = ou, + Pu, = ari + pry.
2. Le discriminant p*+4q est nul. 1L’équation caractéristique admet alors une
racine double, & savoir
r = pf2.
Cherchons alors une solution de la forme
uy = r'v,.
11 vient
Fo, = p" o, + "2,
soit
rZU" = PrUy—y — gUyp = 0:

ou encore, en remplagant r par p/2 et g par —p?/4,

2 2 2
p_'vn““_‘v,...l +%U"-2 = 0.

4 2

Puisque g est non nul, il en est de méme de p, et
Uy — 20,4 + Vyy = 0.

Finalement,
Up = Uyey = Upy = U

Nous voyons par récurrence que la différence v,—u,_, est indépendante de n.
Prenons par exemple

Up=Upyy = 1, et v = 0.

Alors u,; = nr" est encore solution de ’équation (1). Il reste & vérifier que les suites
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(r™) et (nr") sont linéairement indépendantes. Considérons donc deux nombres

complexes a et f tels que, pour tout entier naturel a,
oar” 4 fart = 0.

En particulier,
at+f.0=0,

donc a=0.

Prenons maintenant » égal & 1; nous voyons aussitét que
fallait prouver.
La solution générale s’écrit donc dans ce cas

U, = au, + Pu, = r"(a+fn).

EXEMPLES.
1. Déterminer la suite (u,) telle que
U, = St,_{—06u..,,
et que Uy =u; = 1.
L’équation caractéristique est
x*—5x4+6 =0;

ses racines sont 2 et 3. La solution générale est donc 2"a+3"§.

Les conditions initiales se traduisent ici par
atf =1,
20+3 = 1;

dola=2,f=~—1,et
U, = 2+ _3n,
2. Déterminer la suite (u,) telle que
u, = 4u,_—4u, _,
et que Uy = U - 1.
L’équation caractéristique est

x*—4x+4 =0;

p=0,

elle admet une racine double, a savoir 2. La solution générale est donc

2"(o+np).
Les conditions initiales donnent « = 1, et § = — 1/2. Finalement,
u, = 2"(1—nf2).

ce qu’il
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3. Déterminer la suite (u,) telle que
Uy = —2uy 1 —4thy_5,
et que uy =1, u = 2.
L’équation caractéristique est ici
x¥*4+2x+4 = 0;
ses racines sont
ry=—14+j3, r=-1-jJ3.
Ecrivons r, et r, sous forme trigonométrique’:
ry = 20 = 2(cos 27/3 + j sin 27/3),
r, = 2w* = 2(cos 27n/3 — j sin 27/3).
Posons

U, = Ay +pry;

le second membre se calcule immédiatement a partir de la formule de Moivre,
puisque

r] = 2"(cos 2nn/3 + j sin 2nn(3),
ry = 2"(cos 2nn/3 — j sin 2nn/3).
Les valeurs initiales conduisent &

Atp=1,

9l (ﬂ\_@)Hu(ﬂﬁ) y
2 2 ,
La deuxiéme équation s’écrit encore
—(A+m+ A= j3=2;
_ 143

K 5

dot A= 1“32\/3,

et enfin
u, = 2"(cos 2nn/3 + /3 sin 2nn/3).
Comme 1/2 = cos /3 et \/3/2 = sin x/3, nous pouvons encore écrire

u, = 2"*1 cos Qﬁ;—lﬂt



Bases

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

6.6
6.7
6.8
6.9

EXERCICES

Dans ’espace vectoriel R, les vecteurs suivants constituent-ils une base?
x, =, —1,0), x,=(1,0,1), x3=(1, 2, 3).

x,=(1,0, 1), x, =(0, 1, 0), x;=(1,1,0).

x;=(1,2,3), x,=(2,31, x3=(3,1,2).

x; =(1, 0, 0), x, =(1, 1, 0), x3=(1,1,1).

X =1, -1,  x=(,-1,1), x3=(-1,1,1).

Dans ’espace vectoriel des fonctions a valeurs réelles définies sur 1’intervalle [0, 1]
de R, les fonctions suivantes sont-elles linéairement indépendantes ?

fixm1 g:xH\/; hixi— x2
frxis1 g:xrs |x—1/2| h:xes x2
fixt>1 gixt>rx h x> sin x.

Dans 1’espace vectoriel R*, on considére le sous-espace vectoriel F engendré par les
vecteurs f; =(1,0,1,0), f,=(1,1,0,1), f5=(1, 2,0, 1) et le sous-espace vectoriel
G engendré par les vecteurs g, = (1,2, —1,2),9,=(0,0,1,0), g5 =(1, 3, =2, 3),
g4 =1(0,1,0,1). Vérifier que

dim(F+ G) + dim(Fn G) = dim F+ dim G.

Applications linéaires

6.10

6.11

6.12

Soit K un corps commutatif. On considére les espaces vectoriels X et K¢ munis de
leurs bases canoniques, et 1’application linéaire U de K* dans K% qui associe au

vecteur (x,, X, X3, X4) le vecteur (¥4, ¥3, ¥3, Y4, ¥s, V) défini par les relations
suivantes :

Y1 = X2 Xy
Y2 = X377 Xy
Y3 T XgT Xy
Yo = X377 Xy
Y5 = XgT Xy
Y6 = X4—X3.
Déterminer le rang de U,
Soient £ un espace vectoriel de dimension finie n sur K, et U un endomorphismé

de E. Montrer que pour que 'image et le noyau de U coincident, il faut et il suffit
que U2 =0, n=2p et rang (U) = p.

Soit U un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie. Montrer que
Ker(U?) = Ker(U) si et seulement si Im(U?) = Im(U).

QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 1 5
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Récurrences linéaires

Trouver les suites («,) de nombres réels telles que

613 u, =2u, —2u,_,, ug = 0,u, = 1.
614 u,=u, (+‘u,.,, ug =4, u; = 1.
615 wu, = 5u,_,—6u,. ,, ug = 2, uy = 5.
6.16 u, = 6u,_4—%u,.,, ug = 1,uy =6

2
6.17 u, = ——————— uog=1,u = 2.

1 1
+
Up—y Uy

6.18 Trouver la suite (,) de nombres réels telle que

6.19

u, =2y + k=D u,.,,

ol k est un nombre réel donné.

g =1 et uy =1+k,

Déterminer les limites des suites (u,) et (v,) de nombres réels définies par
u, = 13—(!("__ 1 +2vn—— 1)’
vy = %(2%1— 1 +vn— 1)’

et par les valeurs initiales u, et vg.




CHAPITRE 7

LES MATRICES

" 7.1 Matrices et applications linéaires. Nous avons vu qu’une application
linéaire U d’un espace vectoriel E de dimension p dans un espace vectoriel F est
déterminée par ses valeurs y;, y,, ..., y, sur les éléments e, , e, ..., e, d’une base
B de E. Supposons ’espace vectoriel £ de dimension », et considérons une base
C={(fi,f2s ----f,) de F. Pour tout élément j de [1, p], nous pouvons décomposer le
vecteur y; dans cette derniére base :

n

y; = Z ;i fie
i=1
Réciproquement, la donnée de np scalaires a;; détermine une application
linéaire U de E dans F et une seule telle que, pour tout élément j de [, p],

n

U(ej) = Z Otijfi.

i=1

11 s’ensuit que, dans les calculs explicites, et plus spécialement dans les calculs
numériques, on peut représenter une application linéaire U par une famille de np
scalaires.

Soient K un corps commutatif, n et p deux entiers naturels non nuls. On appelle
matrice & n lignes et p colonnes a ¢léments dans K toute famille M = («;;) de
scalaires dont 1’ensemble d’indices est le produit cartésien [1, n} x [1, p].

Lorsque n =1, on dit que M est une matrice ligne; lorsque p = 1, on dit que
M est une matrice colonne. Lorsque n=p, on dit que M est une matrice carrée
d’ordre n.

IL’ensemble des matrices & » lignes et p colonnes
M, ,(K); I’ensemble des matrices carrées d’ordre n
plus simplement M, (X).

On représente dans les calculs explicites une matrice a4 » lignes et p colonnes
par un tableau

éléments dans K se note

a
4 éléments dans K se note

Oy %2 %1 ®1p
Q21 7% Oy ®%ap
M= | rrrrre
Ay Uiz &ij %ip
(xnl Oz anj O(,,p

Considérons de nouveau les espaces vectoriels E et F, munis respectivement de
bases B= (e, e, ..., ¢,) et C=(f,fs,...,f,), et 'unique application linéaire U
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de E dans F qui 4 tout élément e; de B associe

n
Ule) = '21 o
f

La matrice M = (a;;) est une matrice & # lignes et p colonnes, dite matrice
associée 4 I’application linéaire U dans les bases B et C, et notée My (U).

La matrice M a donc pour j-iéme colonne la famille des composantes dans la
base C du transformé par U du j-iéme vecteur de la base B.

En particulier, soient E un espace vectoriel de dimension p sur K,
B=(e;, e,,..., e,) une base de E et U un endomorphisme de E. La matrice
My 5(U) est une matrice carrée d’ordre p, dite associée & 1’endomorphisme U
dans la base B, et notée plus simplement Myz(U).

Inversement, pour tout élément M = (x;;) de M, ,(K), il existe une application
linéaire U de E dans F et une seule telle gue

MB,C(U) = (aij) .

On peut calculer les composantes dans la base C du transformé U(x) d’un
vecteur x de E en fonction des composantes de x dansla base Bdelafagon suivante :
on écrit

P n
X = Zl cep et Ul = _Zl nifi-
Ji= i=
Alors, pour tout élément i de [1, n],

P
H = ;1 “ijejj' ® -

J
En effet,

Ux) = 21 & Uley) = i 2":1 &iof = i (Zp: % j)fi-

i=1i= i=1 \j=1

La formule (1) en résulte, vu I’unicité de la décomposition du vecteur U(x) dans
la base C.

EXEMPLE. On suppose que n=2, p=73 et gue la matrice associée @ U dans les
bases B et C est

( 33 16 72)
-24 10 =57
Déterminer les composantes dans la base C de ’image du vecteur x de E ayant pour

composantes 1, —1 et 2 dans la base B.

La régle précédente conduit &

i =33x1+16x (—1)+72x2 = 161,
fla = —24x1—10x (—1)—=57x2 = —128.
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Nous avons pu considérer une matrice & n lignes et p colonnes & éléments
- dans K comme la matrice associée i une application linéaire de £ dans F, ces
espaces vectoriels étant munis de bases.

On peut toujours considérer un élément M de M, ,(K) comme la matrice
associée a une application linéaire U de K? dans K", ces espaces vectoriels étant
munis de leurs bases canoniques; ’application linéaire U est dite canoniguement
associde A la matrice M. En particulier, pour toute matrice carrée M d’ordre n &
éléments dans K, il existe un endomorphisme U de K" et un seul dont la matrice
associée dans la base canonique de K" soit M; ’'endomorphisme Uest dit canonique-
ment associé a la matrice carrée M.

7.2 Opérations sur les matrices.

1. Opérations linéaires. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions
respectives p et nsur K, B=(ey, e,, ..., e,) une base de Eet C=(f},f;, ..., f,) une
base de F. Nous allons munir M, ,(K) d’une structure d’espace vectoriel de telle
sorte que la bijection de Z(E, F) sur M, ,(K) précédemment définie soit un iso-
morphisme d’espaces vectoriels.

Soient U, et U, deux applications linéaires de E dans F, («;;) et (8;;) les matrices
associées & U, et & U, dans les bases B et C, 4; et 1, deux scalaires. Alors, pour
tout élément ;j de [1, pl,

AU +2,Uy) (e)) = .;1 (Ao +AB8:) fis

d’oil la relation
Mp (AU +4,U,) = (v:))»

Vij = Aoy + A B
Nous sommes ainsi conduits & la définition suivante :

Soit M, ,(K) I’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a éléments dans K.

On appelle somme de deux éléments M; = (a;;) et M, = (B;;) de M, ,(K), et on
note M, + M,, I’éément (y;;) de M, ,(K) défini pour tout couple (i, /) d’indices
par la relation

Ny = oyt By

On appelle produit d’un élément M = («;;) de M, ,(K) par un scalaire 4, et on
note AM, I’élément (B,;) de M, ,(K) défini pour tout couple (i, /) d’indices par la
relation’
ﬁij = Aa; j

Muni des deux lois ainsi définies, ’ensemble M, ,(K) est un espace vectoriel
sur K, et ’application de #(E, F) sur M, ,(K) qui, & toute application linéaire
U de E dans F, associe la matrice My ¢(U), est un isomorphisme d’espaces vec-
toriels.
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ExempLES. La somme des matrices

1 s 0 -3
M= 2 1 et N=|5 2
o \=5 0 2 =5
est
1 2
M+N=| 7 3.
-3 =5

Le produit de la matrice M par —2 est

-2 —10
—-2M = | —4 -2.
10 0

Pour tout couple (i, ) d’indices, on désigne par M;; la matrice (o), olt ¢ =0
sauf si k=i et /=, auquel cas o, =1. Il est immédiat que tout élément
M = (B;;) de M, ,(K) se décompose d’une maniére et d une seule sous la forme

M == Z ﬁijMij'
L

Les matrices M;; constituent donc une base de I’espace vectoriel M, ,(K), lequel
est de dimension np.

1l en résulte que ’espace vectoriel & (F, F) est lui aussi de dimension np.

En particulier, ’espace vectoriel dual E* d’un espace vectoriel £ de dimension
P est encore un espace vectoriel de dimension p.

ExempLE. Les matrices a deux lignes et trois colonnes constituent un espace
vectoriel de dimension 6 ; une base de cet espace vectoriel est constituée par les six

matrices ci-dessous:
1 0 ¢ 0 0 0 0 1
M11=< ) M12=< > M13=< >
0-0 O 0 0 0 0 0
0 0 0 0
) ()
0 0 0 1

0 0 O 0
M21=( > M22=<
1 0 O 0

2. Multiplication des matrices. Soient maintenant E, F et G (rois espaces
vectoriels de dimensions respectives p, n et m sur K, B=(ey, ¢,, ..., €,) une base
de E, C=(f,fs,....f,) une base de F et D=(g,, g5, ..., 9,,) une base de G.

1
0
0
1
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Soient d’autre part U une application linéaire de E dans F et ¥ une application
linéaire de F dans G. Nous allons définir le produit NM d’un élément N de
M,, ,(K) par un élément M de M, ,(K) de telle sorte que

MC,D(V) MB,C(U) = MB,D(V o U).

Soient donc (v;;) la matrice associée & U dans les bases B et C et (8,;) la matrice
associée & ¥ dans les bases C et D. Alors, pour tout élément j de [1, pl,

n

(V o U) (ej) =V (Z O‘ijfi) = Z":l Oi; V() = i <i “ijﬁm) gy

i=1 h=1 \i=1

La matrice associée & ¥ o U dans les bases B et D est donc la matrice (y,,;), olt, pour
tout couple (4, /) d’indices,

n
Phi = Z Brit%i; -
i=1
Nous sommes ainsi conduits & poser la définition suivante :

.On appelle produit d’un élément M = (a;;) de M, ,(K) par un élément N = (ﬂ,,i)
de M,, ,(K), et on note NM, 1’élément (y,;) de M,, ,(K) défini pour tout couple
(h, j) d’indices par la relation

" .
Vhj = Z Britts; -
i=1
On obtient donc le scalaire y,; eén prenant la A-iéme ligne de N, la j-iéme colonne

de M et en ajoutant les produits des éléments de méme indice (régle de multiplica-
tion « ligne par colonne»).

FiG. 7.1

On remarquera que le produit NM n’est défini que si le nombre de colonnes de N
est égal au nombre de lignes de M :

n colonnes D colonnes

m lignes ( N ) M n lignes
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ExempLE. Calculer le produit des matrices

1 4 3 5 0
N = et M=|-1 2
-2 2 3 7 2

La régle du produit ligne par colonne conduit
Yo = Ix54+4x (—=1)+3x7 =22
Vi = 1x0+4%x24+3%x2 =14
Yoy = —2%542x (—1)+3x7 =9
V22 = —2X0+2X2+3X2 = 10.

22 14
NM = ( )
9 10
Le nombre de colonnes de M étant égal au nombre de lignes de N, on peut aussi
calculer le produit MN. On trouve par le méme procédé

D’ot

5 20 15
MN =| -5 0 3
3 32 27

Les propriétés suivantes découlent aussitdt des propriétés de la composition
des applications linéaires :

Pour tout couple (M, M') d’éléments de M, ,(K), pour tout couple (N N')
d’éléments de M,, ,(K) et pour tout couple (4, 1) de nombres réels, .

(N+N') M = NM+N'M,
N(M+M') = NM+NM',
(uN) (AM) = (uh) (NM).

Pour tout élément M de M, ,(K), pour tout élément N de M,,, ,(K) et pour tout
élément P de M, ,,(K),

(PNYM = P(NM).
Considérons enfin le cas ol E=F= G; nous obtenons les résultats suivants :
7.3 Anneau des matrices carrées. Soit n un entier naturel non nul.

Muni de I’addition et de la multiplication interne, I’ensemble M,,(K) des matri-
ces carrées d’ordre n est un anneau unitaire; 1’élément unité est la matrice (a;;),
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notée I, telle que a;; =0sii#j, et o =1sii=j:

1 0 0
1 0
Il=(1) ‘[2:( > I3= 0 1 0.
0 1,
0

Remarques. Considérons 1’élément

0 1
=y o)
0 0
de M, (R). Il est immédiat que M2 = 0, ce qui montre que M est un diviseur de zéro

dans I’anneau M, (R).
Considérons maintenant les matrices

0 -1 0 1
=) el )
1 0 ' 1 0

1 0
o=, )
0 -1
-1 0
re-(Cy )
0 1

11 s’ensuit que ’anneau M, (R) n’est pas commutatif.
En fait, la multiplication interne est une application bilinéaire. L’ensemble

M, (K) est donc muni d’une structure d’algébre. Cette algébre est associative et
unitaire.

Alors

7.4 Transposée d’une matrice. Soit M = (x;;}) une matrice & » lignes et p
colonnés 4 éléments dans K. On appelle transposée de M, et on note ' M, ’élément
de M, ,(K) dont les colonnes sont les lignes de M :

XM = (C(ji) .
On déduit immédiatement de cette définition les assertions suivantes :

L’application M +> "M est un isomorphisme de 1’espace vectoriel M, ,(K} sur
Pespace vectoriel M, ,(K).
Pour tout élément M de M, ,(K) et pour tout élément N de M, ,(K),

‘(NM) = 'M'N.
Pour tout élément M de M, ,(K),
‘M) =M.




132 Chapitre 7

ExempLe. Nous avons vu que

5 0
1 4 N 22 14
SRR G Nl
-2 2 3 9 10/°
7 2

Un calcul direct montre que

1 =2

5 -1 7 29

b %Al 7l W

0o 2 2 14 10
303

7.5 Matrices de passage. Nous nous proposons d’étudier I’effet d’un change-
ment de base sur les composantes d’un vecteur, et celui d’un changement de bases
sur la matrice associée A une application linéaire. Nous devons pour cela introduire
la définition suivante :

Soit E un espace vectoriel de dimension p sur K. On considére deux bases
B=(es, €5, ..., e,) et B' = (e}, €3, ..., e,) de E, appelées respectivement ancienne
et nouvelle base. Pour tout élément j de [1, pl, le vecteur e} se décompose dans la
base B sous la forme

L’élément P =(a;;) de M,(K) s’appelle matrice de passage de la base B i la
base B’; ses colonnes sont constituées des anciennes composantes des nouveaux
vecteurs de base.

On remarquera que la matrice P n’est autre que la matrice Mp. z(Ir) associée
a I’application identique de E dans les bases B’ et B.

Composition des changements de base. Soient E un espace vectoriel de dimen-
sion p sur K, B, B’ et B" trois bases de E, P la matrice de passage de B & B’ et P’
la matrice de passage de B’ 4 B". La matrice de passage de B 4 B" n’est autre que la
matrice PP’

En effet, Iy=I; o Iy, et
MB”.B(IE) = MB',B(IE) MB",B'(IE)-

Il en résulte que la matrice de passage de B @ B’ est inversible, et son inverse n’est
autre gue la matrice de passage de B' a B. 11 suffit pour le voir d’appliquer Ja pro-
position précédente au cas oit B = B. '

On notera que, pour toute base B de E et pour toute matrice carrée inversible
P d’ordre p, il existe une base B’ de F et une seule telle que la matrice de passage de
B 4 B’ soit P, '

TR |
T -
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Effet d’un changement de base sur les composantes d’un vecteur. Soit x un vecteur
de E, écrit sous les formes suivantes :

Les anciennes composantes de x sont liées aux nouvelles par la relation

P
&=Za

j=1
Reportons en effet la valeur de e en fonction des vecteurs e; dans la deuxieme
expression de x :

)4 ., P P p 14 ,
2 e =% 53‘(2 “ij%) =) <Z % j) €.
=1 j=1 i=1 i=1 \J/=1

L’unicité de la décomposition de x dans I’ancienne base entraine aussitot le
résultat annonce.

Effet d’un changement de bases sur la matrice associée a une application linéaire.
Soient E et F'deux espaces vectoriels de dimensions respectives petnsur K, Uune
application linéaire de E dans F, B et B’ deux bases de E, C et C’ deux bases de F,
P la matrice de passage de B & B’ et Q la matrice de passage de C a C'. Alors

MB',C'(U) = Q _IMB,C(U)P'
Remarquons en effet que
U=IgoUolp,

ou I; désigne I’application identique de E, et I ’application identique de F; on
peut donc passer de E muni de la base B’ & F muni de la base B au moyen de I,
puis de E muni de la base B & F muni de la base C au moyen de U, et enfin de F
muni de la base C & F muni de la base C’ au moyen de Ir. D’ol

MB',C'(U) = Mc,c'(IF) MB,C(U) MB’,B(IE)'
Or,

Mg, gg) =P et M o) =0Q7".
1.’assertion en découle aussitdt, et le corollaire suivant :

Soient E un espace vectoriel de dimension p sur K, U un endomorphisme de E,
B et B’ deux bases de E et P la matrice de passage de B 4 B'. Alors

My (U) = P~ My(U) P.

7.6 Matrices diagonales. On dit qu’une matrice carrée M = («;;) d’ordre n est
diagonale si, pour tout couple (i, ) d’éléments distincts de [1, n], «;; = 0.
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Soit (41, 42, ..., 4,) une suite de n éléments de K; la matrice diagonale (a;)) telle
que, pour tout élément 4 de [1, n}, o, = 4, se note diag (4, 15, ..., 4,).

On peut interpréter géométriquement cette définition. En effet, soient E un
espace vectoriel de dimension finie n sur K, U un endomorphisme de E et B =
= (e, €y, ..., ¢,) une base de E. Pour que la matrice Mz(U) associée 4 U dans la
base B soit dlagonale il faut et il suffit que, pour tout element jde[l, n}, la droite
engendrée par e; soit stable par U.

Supposons d’ abord que M B(U) soit de Ia forme diag (Al » Azs -evs Ay). Alors, pour
tout élément j de [1, n], U(e;) = 4;e¢;. Il en découle aussitot que la droite engendrée
par e; est stable par U. '

Réciproquement, si la droite engendrée par e; est stable par U, il existe un
scalaire A; tel que U(ey) = A;e;. Il s’ensuit que la matrice Mz(U) est la matrice
diagonale diag (44, 45, .., ,,)

EXEMPLES.

1. La matrice unité I, est évidemment diagonale. Plus généralement, pour tout
scalaire o, la matrice af, est diagonale; une telle matrice est dite scalaire. L’applica-
tion o - af, est un isomorphisme du corps K sur I’ensemble des matrices scalaires.

2. Soient p un entier naturel inférieur & n et M =diag(i,, 4,,...,4,), ol
Aj=1sij<petl;=0sij>p+1. L’endomorphisme de K" canoniquement associé
4 M est le projecteur sur le sous-espace vectoriel engendré par les p premiers
vecteurs de la base canomque parallelement au sous-espace vectoriel engendré par
les n—p derniers.

Les matrices diagonales ont un certain nombre de propriétés; en voici une,.
immédiate :

L’ensemble D,(K) des matrices diagonales d’ordre n & éléments dans K est
une sous-algébre commutative unitaire de ’algébre unitaire M,,(K).

De plus, pour tout élément 4 de [1, »], application f, : diag(l;, A5, ..., A,) — 4, .
est un morphisme de 1’algébre D,(K) dans K. :

Et une autre, tout aussi importante :

Soit M =diag(d, 4;, ..., 4,) un élément de D,(K). Pour que M soit inversible,
il faut et il suffit que A1 A, ... A, % 0; linverse de M est alors la matrice diagonale
diag(A7*, A4, .., 47D,

Soit en effet U I’endomorphisme de K" canoniquement associé & M. Supposons
que M soit inversible, et donc que U soit un automorphisme de K", Pour tout élé-
ment 4 de [1, n], la droite engendrée par le s-iéme vecteur de la base canonique B
de K" est stable par U; on en déduit aisément qu’elle est stable par U™, La matrice

M~ = My(U™

est donc diagonale. La relation f, (MM ~!) = 1 montre que, pour tout élément # de
[] H n]a 'q'h # 0.

Réciproquement, supposons cette condition vérifiée; il découle de I’assertion 1
que la matrice diag(A71, A7%, ..., A1) est inverse de M.




EXERCICES

Calculer les produits de matrices

7.3

15

7.7

T T AT
T IR G T
GG e
LA 0

1.9

7.11

7.13

7.14

7.15

1.16

(=]

2 0 /4 -1
7.10
-\l 3/ \2 1
1 -1
712 3 -4 .
-2 2

(
(-

Calculer la matrice 42 —54, avec
2 5
1 3)

Calculer la matrice 4% —24, avec

(o)

Calculer la matrice (4—13) (4—213) (4—313), avec
1 00

-3 2 0]).

-1 2 3

A4

Calculer la matrice (4 +13) (4—313) (4+213), avec

-1 4 5
A= 0 -2 -1
0 0 3
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7.17 On considére la matrice

0 y B
M=f-y 0 al,
p ~a 0,

oil o, f§ et y sont trois nombres réels. Etablir une relation simple entre M et M3,

7.8 Soient E un espace vectoriel de dimension 2 sur R et U un endomorphisme de E.

a) Montrer que si Un’est pas une homothétie, il existe une base B de E dans laquelle
la matrice associée & U est de la forme

0 o
1 g)
oll « et f§ sont deux nombres réels.

b) En déduire que, pour tout endomorphisme U de E, il existe deux nombres réels
aet b tels que

U?—aqU+bI; = 0.

7.19 On considére la matrice

2 1 1
M=|1 2 1
1 1 2
Montrer que, pour tout entier naturel 7, il existe deux entiers rationnels «, et f,

tels que
M=o M+ f,15.

Calculer o, et f3,,.

7.20 Montrer que ’ensemble G des matrices

—tga
cosa

—tga
cos a
o aeR, a# nf2+km, k €Z, est un groupe multiplicatif. Ce groupe est-il com-
mutatif ?

7.21 On considére I’espace vectoriel R® muni de sa base canonique B= (e, e,, e3).
Soient o un nombre réel et U ’endomorphisme de R? canoniquement associé a la
matrice

0 1 —sin o
M= -1 0 cos o

—sin o cos o 0
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1.22

a) Montrer que U> =0,

b) Soit f 1’application qui & tout nombre réel x associe I’'endomorphisme
2
x
ItxU+= Uz,

ot I désigne I’application identique de R®.
Montrer que, pour tout couple (x, y) de nombres réels,
flx+y) = f(x) f(») .

En déduire que, pour tout nombre réel x, I’endomorphisme f(x) est un automor-
phisme de R>, et déterminer application réciproque.

Soit M, (R) I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 a €léments réels. On
pose

1 1
P = .
1 1
a) Montrer que I’application U de M, (R) dans lui-m&me définie par la formule
UM) = PM

est linéaire.

b) Expliciter la matrice associée & U dans la base B de M, (R) constituée des matri-
ces

g <1 N N o[ 0> (00
= s = , = et o=
o oo > \o o 1 o o o1

¢) Déterminer I'image et le noyau de U.




CHAPITRE 8

SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

8.1 Déterminants d’ordre 2. Reprenons I'étude des applications bilinéaires,
abordée au chapitre 5.

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K et f une application bilinéaire de E>
dans F. On dit que f est symétrigue si, pour tout couple (x, y) de vecteurs de E,
f(p, x) =f(x, y). On dit que fest alternée si, pour tout vecteur x de E, f(x, x) = 0.

EXEMPLES.

1. Soient g et g’ deux formes linéaires sur un espace vectoriel F. L’appli-
cation (x, y)+— g(x).g'(y) est une forme bilinéaire sur E. IL’application
(x,9) = g(x).g'(»+9g(y).9’'(x) est une forme bilinéaire symétrique sur E.
L’application (x, y) — g(x).9'(y)—g(»).g'(x) est une forme bilinéaire alternée
sur E.

2. En géométrie, on rencontire un exemple fondamental de forme bilinéaire
symétrique, 4 savoir le produit scalaire (voir chapitre 12).

1! est immédiat que :

1. Les applications bilinéaires de £ dans F constituent un sous-espace vectoriel
de I’espace vectoriel des applications de E* dans F.
2. Les applications bilinéaires symétriques et les apphcatlons bilinéaires
alternées constituent deux sous-espaces vectoriels de I’espace vectoriel des applica-
tions bilinéaires de E* dans F.

D’autre part, soit f une application bilinéaire alternée de E? dans F. Alors, pour
tout couple (x, y) de vecteurs de E, f(y, x) = —f(x, ).

En effet, puisque f est bilinéaire,

fx+y, x+y) = fx, %)+, ) + /0, 0) +/ B, 9)-
Puisque f est alternée,
f(x,x) = f(y, )=0
et
flx+y, x+y)=0.
Finalement,
S, 9+, x) =0,

~ ce qu’il fallait prouver.
Les formes bilinéaires alternées nous permettent de définir maintenant le
 déterminant de deux vecteurs.
Soit E un espace vectoriel de dimension 2 sur K. L’espace vectoriel o7, (E) des
formes bilinéaires alternées sur E est de dimension 1.
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Plus précisément, pour toute base B = (e, e;) de F, il existe une forme bilinéaire
alternée sur E et une seule prenant la valeur 1 sur (e, e,); on ’appelle détermi-
nant dans la base B, et on la note Dety. Le déterminant dans la base B constitue une
base de &7, (E) et, pour toute forme bilinéaire alternée f sur E,

S = fley, e;) Detp.

Considérons en effet deux vecteurs x et y de E, décomposés dans la base B sous
la forme

x
y

Alors, pour tout élément f de &7, (E),

f(x,y) = fluy e, +uz e5, v, €, 40, 5)
= u; v, f(ey, e;) +u v, fley, €3) +uyv; fle,, 1) +u,v, fley, €5).

I

Uy e t+uz e,
v, e+ e,

It

Or,
f(el’ el) =f(827 ez) = 0 et f(el'a ez) = _f(e2= el)'
Donc :
J(x, ¥) = (v, —uvy) fley, €3), ey

ce qui montre en particulier ’unicité d’une forme bilinéaire alternée sur E prenant
la valeur 1 sur (eq, e,).

Réciproquement, il est immédiat que 1’application
Dety: (x, y) > 0,0, —u, 04
est une forme bilinéaire alternée sur E prenant la valeur 1 sur (ey, e,). Cette forme
bilinéaire alternée n’étant pas nulle, la formule (1) montre que ’espace vectoriel
&, (E) est de dimension 1 et que Dety en constitue une base. La décomposition d’un
élément f de <7, (E) dans cette base découle aussitot de la formule (1).
Le déterminant de deux vecteurs a deux propriétés trés importantes :

1. Le déterminant de deux vecteurs dans la base B ne change pas lorsqu’on
ajoute & I'un de ces vecteurs un vecteur colinéaire & ’autre.

2. Pour que deux vecteurs de F soient linéairement indépendants, il faut et il
suffit que leur déterminant dans la base B soit différent de 0.

Assertion 1. Soient x et y deux vecteurs de F et o un scalaire. Puisque I’applica-
tion Det, est bilinéaire,

Detg(x, y+ax) = a Detg(x, x) + Detg(x, y); '
puisque Det; est alternée,
Dety(x, x) = 0.
Ainsi,
Dety(x, y+ax) = Detg(x, y) .




140 Chapitre 8

De méme,
Detg(x+oy, y) = Detg (x,y).

Assertion 2. Soient x et y deux vecteurs de E.

Supposons d’abord que la famille (x, y) ne soit pas libre; les vecteurs x et y étant
colinéaires, Detg(x, y) = 0.

Supposons maintenant que la famille (x, y) soit libre; c’est donc une base B’ de
E. La relation

Dety = Detg(x, y) Det 5.
implique que Dety(x, y) # 0.

8.2 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 2. Soit
M = (“11 “12)5
®21 G2z _
une matrice carrée d’ordre 2. On appelle déterminant de M, et on note Det M, ou
encore

le déterminant des vecteurs (o, otp;) et (o5, 0t3;) dans la base canonique
B= (81, ez) de K2.
Autrement dit,

Det M = all 0622-—05210112 .
Soit U I’endomorphisme de K* canoniquement associé & M; alors
Det M = Dety(U(e,), U(e,)).

1l est immédiat que le déterminant de la matrice I, est égal 4 1; plus générale-
ment, pour tout scalaire a, le déterminant de la matrice af, est égal & o,

D’autre part, le déterminant du produit NM de deux matrices carrées M et N
d’ordre 2 est égal au produit de leurs déterminants :

Det NM = (Det N) . (Det M) .

En effet, soient U et ¥ les endomorphismes de K2 canoniquement associés 3 M
et & N. L’application ~

£ (x,y) = Detg(V(x), V(»))
est évidemment une forme bilinéaire alternée sur K. Donc
S = f(ey, ;) Dety.
En particulier, si x = U(ey) et y = Ul(ey),
f(U(ey), U(ey)) = f(ey, €3) Detg(U(ey), Uley))-

Tinw
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Or,
f(U(ey), U(ey)) = Detg((VU) (ey), (VU) (e3)) = Det NM,
fley, e;) = Detg(V(ey), V(e;)) = Det N
et
Dets(U(ey), U(ey)) = Det M.

Il en résulte une caractérisation trés commode des matrices carrées d’ordre 2
inversibles. Soit M une matrice carrée d’ordre 2. Pour que M soit inversible, il
faut et il suffit que son déterminant soit non nul. Dans ces conditions,

Det M~ = ———L-.
Det M

Supposons d’abord que M soit inversible; alors
Det(MM™') = (Det M). (Det M) = Det I, = 1,

ce qui montre que Det M est non nul et que
1
DetM '

Det M™! =

Réciproquement, supposons que Det M soit non nul. Soient U I’endomorphisme
de K? canoniquement associé & M et B=(e,, e,) la base canonique de K2 La
relation Dety(U(e;), U(e,))+# 0 montre que (U(e,), U(e,)) est une base de K2.
Donc U est un automorphisme de K2, et la matrice M est inversible.

8.3 Déterminant d’un endomorphisme. Soient E un espace vectoriel de dimen-
sion 2 sur K et U un endomorphisme de E. Le déterminant de la matrice Mz(U)
dans une base B = (e,, ¢,) de E ne dépend pas de la base B considérée; on I’appelle
déterminant de ’endomorphisme U, et on le note Det U.

Soient en effet B = (e, ¢,) et B’ = (e}, ¢}) deux bases de E et P la matrice de
passage de B & B". Alors

My (U) = P~' My(U) P.

D’olt
Det My (U) = (Det P™Y) . (Det My(U)) . (Det P) = Det My(U),

ce qu’il fallait prouver.
Les propriétés du déterminant d’un endomorphisme se déduisent aussitdt des
propriétés correspondantes du déterminant d’une matrice carrée d’ordre 2 :

1. Le déterminant de I’application identique de E est égal a 1; plus généralement,
pour tout scalaire «, le déterminant de I’homothétie de rapport o est égal a o®.

2. Le déterminant du composé VU de deux endomorphismes U et V de E est
égal au produit de leurs déterminants :

Det YU = (Det V). (Det U).

Il en résulte une caractérisation des endomorphismes inversibles. Soit U un
endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension 2 sur K. Pour que U soit
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inversible, il faut et il suffit que son déterminant soit non nul. Dans ces conditions,

1

Det U™! = .
DetU

8.4 Systémes de deux équations linéaires 2 plusienrs inconnues. Considérons un
systtme de deux équations linéaires 4 p inconnues :

) Oty + Oyaty + s F o Uy 0y u, = By

Opyty + Oaptly + e A O U+ s+ 0, = By,

4 coefficients dans K.
Introduisons les vecteurs de K? su1vants

ay = (09, 021), @3 = (g2, 0p2), -.0r @ = (O, 027) 5 cnvy @p = (“1pa0‘2p),

et b= (B.8,).
Le systéme (S) est équivalent 4 I'unique équation vectorielle
(S" wa;+uza+ ... +uja;+ .. +u,a, =b.

Nous pouvons donc affirmer que le systéme (S) admet des solutions si et seule-
ment si le vecteur b appartient au sous-espace vectoriel de K* engendré par les
VECteurs @y, @z, ..., @, ..., Ap.

8.5 Systémes de deux équations linéaires 2 deux inconnues. Considérons le cas
particulier ol p=2:
OlyqUy + 0yalUy =
(S) 1141 1242 ﬁ 1
Uty + Uzt = P,
ou
) uya;+u,a, = b.

Supposons que les vecteurs a, et a, soient linéairement indépendants. Ces vec-
teurs constituent donc une base de K2; le vecteur b se décompose d’une maniére et
d’une seule dans cette base. Le systéme (S) admet alors une solution et une seule.

Nous allons reprendre 1’étude précédente en utilisant les déterminants de deux
vecteurs.

Puisque ’application Det est une forme bilinéaire alternée,

Det(b, a,) = Det(u, a,+u,a,, ay) = u; Det(ay, ay)
Det(a,, b) = Det(a,, u,a,+u,a;) = u, Det(ay, a,).

Si Det(a,, a,) est non nul, c’est-a-dire si les vecteurs a, et a, sont linéairement
indépendants, I"unique solution du systéme (S) est donnée par les formules sui-
vantes, dites formules de Cramer :

_ Det(b,a;) i _Det(ay,b)
Det(a; , az)’ Det(a, , a)’



Systémes d’équations linéaires 143

soit :
B1 ®i2 %y B4
_ B, uz¥) day B2
ul = 3 Uy = E)
Oy Oy2 &1y 3%
L7351 Qa2 21 Ua2
ou encore :
_ Biotzz—Ba0y _ Battys— B0y
ul R e, . uz e ——
Oyl —0z1 %12 Oyglay—0a 0y

Si Det(a,, a,;) est nul, nous voyons qu’une condition nécessaire pour que le
systéme (S) ait une solution est que

Det(b, a;) =0
Det(a, , b) = 0.

Supposons réciproquement cette condition vérifiée. Distinguons alors deux cas :

a) Les vecteurs a, et a, sont nuls. 1l est nécessaire que b le soit. Les nombres
réels u; et u, sont alors indéterminés.

b) L’un au moins des vecteurs a, et a, n’est pas nul. Supposons par exemple
a, # 0. Puisque la famille (a,, a,) est liée, il existe un nombre réel 1 tel que
a, = la,. Puisque la famille (a,, b) est liée, il existe un nombre réel u tel que
b = ua,. Le systéme (S) s’écrit alors

W +Au,— ) a; = 0.
Puisque a, est non nul,
Uy +'/1u2- p=0.
On peut choisir arbitrairement u,, et calculer u, .
8.6 Inverse d’une matrice carrée d’ordre 2. Nous pouvons encore interpréter
I’équation
Uy, +u,a, = b

en introduisant 1’unique endomorphisme U de K? muni de sa base canonique
(eq, e,) tel que

Uley) = ay,
Ule,) = a,.

Cet endomorphisme a donc pour matrice associée dans la base canonique de K?

o o
M = ( 11 1z>.
da1 27%)
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L’équation (S’) s’écrit encore
(") U(x) = b,

ol le vecteur inconnu x a pour composantes u; et u,.

L’équation (S") admet une solution et une seule quel que soit b si et seulement si
U est bijectif, autrement dit si et seulement si U est inversible, ou encore si et
seulement si M est inversible. Sous cette hypothése, donnons successivement & b
les valeurs e, et e,. Les solutions correspondantes sont U ™! (e,) et U ! (e,), dont les
composantes constituent les colonnes de la matrice M ™! inverse de M.

En résumé, pour calculer ’inverse d’une matrice carrée M d’ordre 2 de déter-
minant non nul, il suffit de résoudre le systéme (S) en prenant successivement pour
second membre (1, 0) et (0, 1).

Or, la solution de

allul +a12u1 = 1
Ao Uy +d22u2 = (
est

Uy = 0y,/4, Uy = —y,/4,

4 =0y 05— 00y,
De méme, la solution de
oy +ogpu; =0
Gagthy +Opply =1
est

Uy = —u;,/4, Uy = ay,/4.

Finalement,

Mt = 1( Oz "“12)_
A4 \—ay, Gy
ExempLE. La matrice inverse de
cosf —sin @
M =
sin 6 cosf
est

. ( cosf sin 0)
M = .
—sin @ cosf
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8.7 Systémes de deux équations linéaires homogénes a trois inconnues. Consi-
dérons le systéme ’
oy ty +oyaUy + ayzuy =0
gyt + 0ty + 03Uy = 0.

Supposons que les vecteurs a, et a, soient linéairement indépendants. Nous
pouvons choisir arbitrairement u5, et calculer alors u, et u, par les formules de
Cramer :

_ Oyplag—0yy0y3 u

Uy s
Oyy0pp—0Uay0Qy2
030y —0ly30

u, = 13021~ 0230y

Olyy0gy =0z 02

Il s’ensuit que les solutions constituent un espace vectoriel de dimension 1,
engendré par le vecteur de composantes

Oyaly3—0a%y3
Oy3Qpg—0p30yy
Ogq gy —0ay%ys -

Ce résultat reste valable si les vecteurs a, et a5, ou les vecteurs a5 et ay, sont

linéairement indépendants.
On écrit souvent les solutions sous la forme

Uy U, Us

E)
Hyalp3— U303  Ky3lpy —0p30yy  QyqUpp—0yy8yp

avec la convention suivante : si ’un des dénominateurs est nul, il en est de méme du

numérateur correspondant.

Supposons enfin que les vecteurs a,, a, et 44 soient colinéaires et non tous nuls.
Si par exemple a, est non nul, nous pouvons choisir arbitrairement u, et u;, et
calculer alors u; .

8.8 Applications trilinéaires. Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. On
dit qu’une application /' de E? dans F est trilinéaire si
a) pour tout couple (y, z) de vecteurs de E, I’application

x> f(x,9,2)

est linéaire ;
b) pour tout couple (x, z) de vecteurs de E, ’application

y—=f(xy,2)

est linéaire ;
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¢) pour tout couple (x, y) de vecteurs de E, ’application
z - f(x,y,2)

est linéaire. _

On dit que f est alternée si f(x, y, z) ‘est nul dés que deux des trois vecteurs
x, y et z sont égaux.

Les applications trilinéaires de E* dans K s’appellent formes trilinéaires sur E.

ExeMpLES. Soient g, g’ et g” trois formes linéaires sur un espace vectoriel E.
L’application de E® dans K

(x,9,2) > g(x).g'(»). 9" (2)
est une forme trilinéaire sur E.
L’application

(x,y,2)—g(x).9'().g"@D+9¥).9'().9"(x) +g(z) . g'(x) . g" ()
=g(»).9'(x).9"(2)—9(2).9'(»).9"X)—g(x).g'(2) . g"(¥)

est une forme trilinéaire alternée.

Soit f une forme trilinéaire alternée. Puisque les applications

y,2) = f(x,3,2)
(x,y) = f(x,9,2)

sont des formes bilinéaires alternées, f(x, y, z) est changé en son opposé lorsqu’on
permute deux des vecteurs x, y, et z.

Les applications trilinéaires de E* dans F constituent un sous-espace vectoriel
de I’espace vectoriel des applications de E® dans F. Les applications trilinéaires
alternées constituent un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel des applications
trilinéaires de E3 dans F.

8.9 Déterminant de trois vecteurs. Soit £ un espace vectoriel de dimension 3 sur
K. L’espace vectoriel & 5 (E) des formes trilinéaires alternées sur E est de dimen-
sion 1.

Plus précisément, pour toute base B=(e,, ¢,, ¢5) de E, il existe une forme
trilinéaire alternée sur E et une seule prenant la valeur 1 sur (e, e;, €3); on
Pappelle déterminant dans la base B, et on la note Dety. Le déterminant dans
la base B constitue une base de & ;(E) et, pour toute forme trilinéaire alternée f
sur E,

f=f(ey, s, e3) Dety.
Considérons en effet trois vecteurs x, y et z de E, décomposés dans la base B sous
la forme
X == u181 + u282 ‘+’ u3e3,
y=ve +vye, +v3e;3,
z = wlel + w282 + W3e3 .
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Alors, pour tout élément f de & ;(E), le développement de f(x, y, z) comporte
3% =27 termes. Puisque f est alternée, il ne reste dans la somme précédente que les
six termes correspondant aux six permutations des vecteurs ey, e,, e;.

De plus, ' ’ :

Sfley, €1, e3) = fley, €3, €,) = fles, €5, €)) = —f(ey, €3, €3),
Slezs €3, €) = —flez, €1, €3) = fley, ey, €3),
f(eS, €1, ez) = "'"f(e13 €3, ez) =f(els €3, 83),

Nous obtenons ainsi

S(x, 9, 2) = (W 0,W3+ U 03wy +U30 Wy — U V3 W3 — Uy D3 W, —
~uzv,wy) fley, €3, €3),

ce qui montre en particulier 1’unicité d’une forme trilinéaire alternée sur E prenant
- la valeur 1 sur (e, e,, €3).

La démonstration s’acheve alors comme dans le cas des formes bilinéaires
alternées.

Comme pour les déterminants d’ordre 2, étant donné F un espace vectoriel de
dimension 3 sur K et B une base de E, on a les propriétés suivantes :

1. Le déterminant de trois vecteurs dans la base B ne change pas lorsqu’on
ajoute & I'un de ces vecteurs une combinaison linéaire des deux autres.

2. Pour que trois vecteurs de E soient linéairement indépendants, il faut et il
suffit que leur déterminant dans la base B soit différent de 0. '

La démonstration est calquée sur celle faite pour I’ordre 2.

8.10 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 3. Soit

Oy Oy2 013
M = oy, OG22 ®23 |»
A3y 032 Q33

une matrice carrée d’ordre 3. On appelle déterminant de M, et on note Det M, ou
encore

Oy %12 ®13
21 ®22 033,
2531 O3z O33

le déterminant des vecteurs (031, %y, 031)s (X1, Qgq, Uap), (043,03, 53) dans
" 1a base canonique de K>.
Autrement dit,

Det M = o151 0t55033 + 0y U303+ U3y 0y 0lp3 — Opy Uy 033 =
0y O3pliay — U3y Upp 03,

Régle de Sarrus. Un procédé mnémotechnique pour retrouver ce résultat
consiste & répéter la premiére et la seconde colonne & droite de la troisiéme, et &
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former les produits des termes en diagonale; on affecte du signe + les produits
« parallélement & la diagonale principale », et du signe — les trois autres produits.

Fi1c. 8.1 Regle de Sarrus.

ExempLE. Calculer

3 1 1
2 -1 1
-1 1 -2

La régle de Sarrus conduit aussitét a

BGx(=Dx(=2)+(Ax1x (=) +(Ax2x1)=((=1) x (=) x1)—
—(Ax1x3)=((-2)x2x1) = 6~1+2—~1-3+4 = 7.

8.11 Systémes de trois équations linéaires a plusienrs inconnues. - Considérons
un systéme de trois équations linéaires a p inconnues :

Ogg Uy + Oyplly + oo 0 Uy + .o 0 u, = By
(S) OCZluI + azzuZ + “en "l" (ijuj + es + azpup = ﬁz.‘
Oag Uy + Oaplty oo b oy U+ L o u, = By,

4 coefficients dans K.
Introduisons les vecteurs de K? suivants :

a; = (X1, 0%5,0%31), @ = (A13, 02, %32), ..., a; = (051;',052_;: “31‘), cery
ap = (alp:aZp)a3p)a et b = (ﬁl, ﬂZ’ ﬁB)

Le systéme (S) est équivalent & 1’'unique équation vectorielle
(89 upaytuy @y + ..+ ua;+ .+ u,a, = b

Nous pouvons donc affirmer que le systéme (S) admet des solutions si et seule-
ment si le vecteur b appartient au sous-espace vectoriel de K> engendré par les
VECLEUIS @y, @y, ..oy @jy o0vy Ay,

8.12 Systémes de trois équations linéaires 2 trois inconnues. Considérons le cas
particulier o p =3 :

Oypty + 0ty + oyzty = fy
(S) Joa uy + apauy + 0p3uz = B,
G3pUy + Ogaty + d3ztiz = B,

(SI) u1a1+u2a2+u3a3 = b.
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Supposons que les vecteurs aq, a, et a3 soient linéairement indépendants. Ces
vecteurs constituent donc une base de K3; le vecteur b se décompose d’une mariiére
et d’une seule dans cette base. Le systéme (S) admet alors une solution et une seule.

Nous allons reprendre 1’étude précédente en utilisant les déterminants de trois

vecteurs.
Puisque I’application Det est une forme trilinéaire alternée,

Det(b, a,, as) = Det(u; a; +u,a,+1sa5, ay, a3) = uy Det(ay, a,, as)
Det(ay, b, a3) = Det(a,, u;a;+u,a;+usas, az) = u, Det(ay, a,, a3)
Det(a,, a,, b) = Det(a;, a,, u a,+u,a,+uzaz) = uz Det(a,, a,, as).

Si Det(ay, a,, ay) est non nul, c’est-a-dire si les vecteurs a, , a,, a5 sont linéaire-
ment indépendants, 1’unique solution du systéme (S) est donnée par les formules
suivantes, dites formules de Cramer :

_ Det(h,ay,a;) ~_ Det(ay, b, as) o, Det(ay,a;,b)
T T Y 3 TR mm——————
Det(a,, a,, a3) Det(a,, a,, a3) Det(a,, a,, as)’

soit :
Bi  ap o3 o B s ayy Gy By
By 0z 4y 01 By Oy Oy B
- Bs a3, das _ %31 Bs 33 _ |%31 O3z B3
Uy = s Up = s Uz =
Ry &4z O3 Oyy Oyp Oy3 %1y %1z O3
Oy1 Oz Q33 Oyy a3 Oa3 Qa1 gy U3
X313 U3z O33 O3y O3z 33 U313 O3z 0O33

Si Det(ay, a,, a;) est nul, nous voyons qu’une condition nécessaire pour que le
systéme (S) ait une solution est que

Det(b, @y, a3) =0
Det(a,, b, a3) =0
Det(a,, a,, b) = 0.

Supposons réciproquement cette condition vérifiée. Distinguons alors trois cas:

a) Les vecteurs a,, a, et as sont nuls. 11 est nécessaire que b le soit. Les nom-
bres réels uy, u, et u5 sont alors indéterminés.

b) Les vecteurs ay, a, et a; sont colinéaires et non tous nuls. Supposons par
exemple a, # 0, a, =1a,, a;=pa,. Le vecteur b, devant appartenir au sous-
espace vectoriel engendré par a,, @, et a5, doit étre colinéaire 4 a, . Dans ces condi-
tions, on peut choisir arbitrairement u, et u4, et calculer alors la valeur de u, .

" ¢) Les vecteurs a, et a, sont linéairement indépendants. Puisque la famille
(ay, a,, a3) est lie, il existe deux nombres réels 1, et 1, tels que

a3 = /’Llal +Azaz.
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Puisque Det(a,, a,, b) =0, il existe deux nombres réels u, et u, tels que
b=pa+tpa,.

Le systéme (S) s’écrit alors
(uy+ A us—py) ag + (U +Aus—p) @y = 0.

Les vecteurs a, et a, étant linéairement indépendants,

Uy +Auz—py =0,
Uy +Aaus—py = 0.

On peut choisir arbitrairement 4 et calculer u, et u,.

EXEMPLE. Résoudre le systéme de trois équations linéaires a trois inconnyes

3u1+u2+ U3=1
2u1"“u2+ u3=0
—uy Uy —2uy = 2.

Le déterminant

3 1 1
2 -1 1,
-1 1 =2

précédemment calculé, est égal & 7. Nous pouvons donc affirmer qu’il existe une
solution et une seule. Les formules de Cramer s’écrivent ici

1 1 1 3 1 1 3 1 1
u1‘=10 —1 ]_’ u2=1 2 0 1, u3=-1- 2 —1 0,
7 7 7
2 1 -2 —1 2 =2 -1 1 2
soit
u, = 5|7, u, = 1/7, uz = —9/7.

8.13 Inverse d’une matrice carrée d’ordre 3. Nous pouvons encore interpréter
I’équation
u1a1+u2a2+u3a3 e b

en introduisant 1’unique endomorphisme U de K® muni de sa base canonique
(es, e,, e3) tel que
Uley) = ay, U(ey) = ay, Ues) = as.

Cet endomorphisme a pour matrice associée dans la base canonique de K3

M =y, 223 Oa3
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1’équation (S’) s’écrit encore
(") Ux) = b,

ou le vecteur inconnu x a pour composantes uy, u#,, Us.

L’équation (S") admet une solution et une seule quel que soit b si et seulement si
U est bijectif, autrement dit si et seulement si U est inversible, ou encore si et
seulement si M est inversible. Sous cette hypothése, donnons successivement a b
les valeurs e, e,, e;. Les solutions correspondantes sont U~!(e,), U~ (e,),
U~(e,), dont les composantes constituent les colonnes de la matrice M ! inverse
de M.

En résumé, pour calculer I'inverse d’une matrice carrée M d’ordre 3 de déter-
minant non nul, il suffit de résoudre le systéme (S) en prenant successivement pour
second membre (1, 0, 0), (0, 1, 0) et (0, 0, 1). ‘

ExeMpLE. Calculer Iinverse de la matrice

3 1 1
M=} 2 -1 1
-1 1 =2

Nous allons pour cela résoudre les systémes suivants :
3u;+uy + uz =1
(Sl) 2”1 b uZ + u3 = 0
—uy+u, —2u; =0
3u; +u;+ u; =0
(Sz) 2u1 - uz + u3 = 1
k_ul +u2‘_'2u3 = 0
3u1 -+ Uy -+ Uz = 0
(S3) 2u1 - uz '+‘ u3 = O
—u; Uy —2u; =1,

Les formules de Cramer donnent successivement

u =17, u, = 3/7, uy = 1/7,
Uy = 3/79 U = —'5/73 Uy = _4/7’
u, = 2|7, Uy, = —1/7, uz = —5/7.
1l s’ensuit que
1 3 2
- 1
Mt =>3 -5 -1}
7
1 -4 =5

Le lecteur vérifiera 2 titre d’exercice que

M IM=MM"=I,
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c’est-a-dire que

1 3 2 3 1 1

|
w
I
19,1
!
ot
(o8]
—
(=

-1 1]=

o
—

et que
3 1 1\ /1 3 2 1 0 o0

2 -1 1jf3 -5 -—-1}=t0 1 0}.

~3 =

-1 1 -2/ \1 -4 -5 0 0 1

Régle pratigue. Pour calcyler I'inverse M ™! = (B, ) d’une matrice carrée
M = (;;) d’ordre 3 et de déterminant 4 non nul,

— on écrit la transposée ‘M = (y,)) ;

— on supprime la i-iéme ligne et la j-iéme colonne;

— on calcule le déterminant de la matrice d’ordre 2 ainsi obtenue;

— on multiplie ce déterminant par 1 si i+ est pair, par — 1 dans le cas contraire;

— le quotient par 4 de la valeur trouvée est égal & f5;;.

EXEMPLE. Retrouver par ce procédé I'élément B, lorsque

3 1 1
M={ 2 -1 1}
-1 1 =2

Ecrivons la transposée de M :

3 2 -1

Supprimons la deuxiéme ligne et la troisiéme colonne; il reste
3 2
(0
Le déterminant

3 2

1 1

est égal & 1. Comme i+j=2+3 est impair, il convient de multiplier 1 par —1;
divisons le résultat obtenu par 4 = 7. Finalement,

B2z = —1/T.



Déterminants

EXERCICES

Calculer les déterminants suivants :

2 6
8.1 8.2
4 12
112 97
8.4 8.5
127 110
1 3 6
87 |11 4 10 8.8
1 5 15
1 2 3
810 2 3 1 8.11
3 1 2
1 2 o
813 |2 5 4 8.14
2 4 1
3 2 6
816 |-7 2 0 8.17
4 1 6

Systémes linéaires

2
4

66
41

Résoudre les systémes suivants :

—bx+ay =0

Sx—d4y =
6x+5y = 13
8x—6y = 6
—12x+9y =9
8x+ y=— 4
8.23 4
-2y = —13
ax-+by = a*+b?
8.25

8
16

106
66

30 37
38 50
12 15

8.3

8.6

8.9

8.12

8.15

8.18

Tx+9y = 29
4x+5y = 16

8.22

8.24

8.26

= 10

92
72

4

74
59
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2x—5y= 9
8.27 { 4

Sx—2y =12

8.29
x=2y y+5

4 3

Résoudre les systémes suivants :

x+ y+ z=0
S5x+4y+3z=10
6x+3y+22 1

8.31

i

S5x—4y—2z= 2
x+ y+ z= —1
Ix—2y— z 1

8.33

5x—10y = 1
Ix— 6y =3
34 7
x—5 y+1 2
8.30
2 3 10
—_— + ORISR S
x—5 y+1 3
x+2p+ z = 2
832 {2x+ y+ z= —1
x—=3y+2z= —1
4x-+2y = 4
834 J2x+5y+4z= 2
2x—4y+3z = —6

Résoudre les systémes suivants (a, b, ¢ étant trois réels donnés)

Ix+2y+6z =
x+ y+2z=
2x+2y+5z

8.35

o O N

Résoudre les systémes suivants :

2x+y—9z = —1
8.37
x—y+3z= 1

xty+ z= 3
8.39 o
—2x+y—4z = —6

Inverses de matrices

x+2y—2z=a
8.36 —x-+3y =}
| -2+ z=¢

S5x—y— z=
8.38
x+y—5z=

Tx+4y—z= 3
40
6x—2y+z= —1

Calculer les inverses des matrices suivantes (lorsqu’ils existent) :

2 5
8.41
13

3 2

844 |1 1 2 8.45
2 25
2 0 0

847 [0 1 1 8.48
0 01

8.42 (

2 —1) < 4 -5
8.43
3 2 -2
1 2 -2 4 0
-1 3 0 846 | —18 1
0 -2 1 -3 0
01 1 3
10 849 {3 -5
0 0 1 -4

0
0
1

)
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5

24

2
-1
-5

4
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-3 2 -1 2 0 i 2 -1
8.50 2 0 2 851 {4 1 2 852 {—~1 O o}l
-1 1 1 31 —1 2j 2 1

8.53 Trouver les matrices carrées B d’ordre 3 telles que

A = BC
dans les deux cas suivants :
2 3 —-2 1 2 —1
ayd={ 4 -1 -2], c={ 2 -1 -1},
0 1 0, -1 2 0
-2 1 1 1 2 -1
byd=| 8 1 -5}, c={ 2 -1 -1
4 3 -3 -5 0 3

QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 1 ) 6




CHAPITRE 9

POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

9.1 Anneau des polynémes. Rappelons que les suites de nombres réels, munies
de I’addition et de la multiplication externe, constituent un espace vectoriel sur R.

L’ensemble E des suites de nombres réels nuls d partir d’un certain rang est un
sous-espace de I’espace vectoriel précédent.

L’ensemble E est non vide, puisqu’il contient la suite nulle (dont tous les termes
sont nuls). Considérons maintenant deux suites () et (§,) de nombres réels nuls &
partir d’un certain rang, et deux nombres réels A et u. Il est clair que la suite de
terme général Aa,+ pf, a ses termes nuls & partir d’un certain rang; cette suite
appartient donc & E.

Les suites e;=(1,0,0,...,0,...), ¢,=(0,1,0,...,0,..), e, =(0,0,1,...,
0,..), ..., =(0,0,0,..., 1, ...) ..., constituent une base de I'espace vectoriel E,
dite canonique.

Ces suites constituent une famille génératrice : en effet, toute suite («,) de nom-
bres réels nuls & partir d’un certain rang peut s’écrire sous la forme

0(1,0,0,...,0,...)+2,(,1,0,...,0,..)+0,(0,0,1,...,0,...) +
+ oo 40,(0,0,0,...,1,..)+ ... =dgegto e +oge, + .+ e,

Ces suites constituent une famille libre : en effet, par définition des lois sur E, la

suite
Ooeo +ageq +oye; + ... +oa,e,+ ..

est la suite nulle si et seulement si
g = 0y = 0y = ... = 0O = ... = 0.

11 existe une application bilinéaire et une seule de Ex E dans E qui, pour tout
couple (p, g) d’entiers naturels, associe au couple (e,, e,) I’élément e, . , de la base
canonique de E :

(eps € > €,4y.

Cette loi de composition interne associe aux suites (a,) et (8,) la suite (y,), ol

Pn = z Ocpﬁq = “oﬁn+°‘1ﬁn—1+~-+°Cpﬂn—p+~-+°‘nﬁo- (1)
pta=n
Vérifions que la suite (y,) appartient encore 4 E : en effet, si «, est nul dés que n
est supérieur 4 p,, et si 8, est nul dés que n est supérieur a gy, alors y, est nul dés que
n est supérieur a py+4g,—1.
La loi de composition ainsi définie s’appelle multiplication interne.

ExempLE. Les suites (0,1,-1,2,0,0,0,..) et (1,1/2,0,-2,0,0,...) ont
pour somme (1, 3/2, —1,0,0,0,...) et pour produit (0, 1, —1/2, 3/2, —1, 2, —4,
0,0,0,:...).
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Muni de I’addition et de la multiplication interne, E est un anneau commutatif

unitaire.
Un élément P = (v,) de E s’appelle polyndme, et les nombres réels o, s’appellent

coefficients de P.
On appelle mondme un polyndéme dont tous les coefficients sauf au plus un sont

nuls.
I’anneau E s’appelle anneau des polyndmes a coefficients réels.
En fait, E, ayant méme une structure d’espace vectoriel, est une algébre asso-

ciative, commutative et unitaire.

Nous savons déja que E est un groupe commutatif pour ’addition. La multipli-
cation, étant définie comme une application bilinéaire de E x E dans E, est distri-
butive par rapport & I’addition; elle est visiblement commutative. Pour prouver
’associativité, il suffit de vérifier que, pour tout triplet ((«,), (8,), (v,)) d’éléments de
E, les termes généraux des suites [(«,) . (5,)] . (9,) et (o) . [(B,) . (y,)] sont tous deux

égaux a
z: 'apﬁqyp

ptgtr=n

Enfin, il découle de la formule (1) que ¢, est élément unité.

L’application A + e, est visiblement un isomorphisme de R sur une partie de E.
On identifie donc le nombre réel A et le mondme Ae,. On note alors 1 I’élément e, .

La relation

€p€y = €pigq

montre que, pour tout entier naturel n,

. .
(e))" = e,
en convenant que (¢;)° = e,. L’élément e, est souvent noté X, et appelé indéter-
minée. Avec cette notation,
e, = X".

L’anneau E se note encore R[X]. Un élément P = (o) de R[X] s’écrit alors sous la

forme
+ oo

P=73 aX".
n=0
9.2 Degré d’un polynéme. On appelle degré d’un poly_néme non nul
+ 0
P=Y aX",
n=0
et on note d°(P), le plus grand des entiers » tels que «, soit non nul.
Alors P s’écrit sous la forme

P=oay+a, X+, X+ ... +,X7,
ot p=d°(P).
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Pour éviter des cas d’exception, on dit que le polyndme nul a pour degré — o,
avec les trois conventions suivantes :
- tout entier naturel est strictement supérieur 4 —o0;

— la somme de tout entier naturel et de — oo est égale & —c0;
— la somme de — oo et de — oo est égale & —co.

ExempLe. Les polyndémes (0, 1, —1,2,0,0,0,..),(1, 1/2,0, —2,0, 0, ...),
@,3/2,-1,0,0,0,..)et (0, 1, —1/2,3/2, —1, 2, —4,0, 0,0, ...) se notent respec-
tivement .

X-X%*4+2Xx3, 1+§~2X3, 1+3—?X-—X2

et

2 3
X—%+§—;L—X“+2X5—4X6.

Degré d’une somme, degré d’un produit. Soient P et Q deux polyndmes. Alors

d°(P+ Q) < sup[d°(P), d°(Q)], ' M
avec égalité si d°(P) # d°(Q);
d°(PQ) = d°(P)+d°(Q). . @

Les vérifications sont immédiates. On prendra simplement soin de distinguer le

cas ot I'un des polyndmes P et Q est nul.
La relation (2) montre que si P et Q sont différents de 0, il en est de méme de

PQ. 1l n’y a donc pas de diviseur de zéro dans ’anneau des polyndmes.
Cette méme relation montre que si PQ = 1, alors

d°(P) = d°(Q) = 0.

Réciproquement, il est clair que les polyndmes de degré 0, c’est-a-dire les nom-
bres réels non nuls, sont inversibles.

9.3 Valuation d’un polynéme. On appelle valuation d’un polynéme non nul

+ o
P=Y aX",

n=0
et on note v, (P), le plus petit des entiers » tels que o, soit non nul.
Pour éviter des cas d’exception, on dit que le polyndme nul a pour valuation
+00, avec les trois conventions suivantes :
— tout entier naturel est strictement inférieur & + 00 ;
— la somme de tout entier naturel et de + oo est égale & + c0; la somme de + o0
et de + oo est égale & + 00.
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Valuation d’une somme, valuation d’un produit. Soient Pet Q deux polyndmes.
Alors
v (P+ Q) = inflvy (P), v(Q)],

avec égalité si vy (P) # v,(Q);
2(PQ) = vo(P)+10(Q) .

Ici aussi, les vérifications sont immédiates; il convient encore de distinguer le cas
ot I'un des polyndmes P et Q est nul.

9.4 Divisibilité. On dit qu’un polyndme B divise un polynéme 4 s’il existe un
polyndéme Q tel que

A= 0B.

On dit encore que A4 est divisible par B, ou que 4 est multiple de B.

EXEMPLES. '
Le polyndme X2 —1 est divisible par X—1, puisque

Xi—1 = (X+1) (X-1).

Le polynéme X —1 est divisible par X—1, puisque
X3—1=X*+X+1)(X-1).

Soient plus généralement » un entier naturel non nul et @ un nombre réel.
Alors X" —a" est divisible par X —a; plus précisément,

X'—a" = (X" +aX""?*+ ... +a""H(X-a).
De méme, X2"*1 4 4?"*1 est divisible par X+aq, et
X2n+1+a2n+1 — (in_aXZh—1+a2XZIl‘2 —_ - a2n~1X+a2n) (X+a).

En revanche, X"+ a?" n’est pas divisible par X +a si a est différent de 0

Soient 4 et B deux polynémes non nuls tels que B divise 4 et que 4 divise B.
1l existe donc deux polynémes Q et R tels que 4 =BQ et B= AR. Il s’ensuit
que A=AQR et donc que Q et R sont des polyndmes inversibles, c’est-a-dire
des nombres réels non nuls. Réciproquement, il est immédiat que, pour tout
polyndme non nul 4 et pour tout nombre réel non nul «, 4 divise 4 et a4 divise 4.
Ainsi, la relation de divisibilité n’est pas antisymétrique. C’est pourquoi on intro-
duit la définition suivante :

On appelle coefficient dominant d’un polynéme non nul le coefficient de son
mondme de plus haut degré.

On dit qu’un polyndme est unitaire s’il est non nul et si son coefficient dominant
est égal a 1.

On vérifie aisément que, dans I’ensemble des polyndmes unitaires, la relation de
divisibilité est une relation d’ordre.
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9.5 Division euclidienne des polyndémes. Soient 4 et B deux polyndmes, B
étant non nul. Il existe alors un couple (Q, R) et un seul de polynémes tel que

A = BO+R, d°(R) < d°(B).

Les polyndmes Q et R s’appellent respectivement quotient et reste de la division
euclidienne de A4 par B.

Unicité. Soit (Q’, R') un second couple de polynomes tel que 4 =BQ’+ R’ et
d°(R’) < d°(B). Il en résulte que
B(Q—-0Q)=R'—R;

d’ot1 la relation

d°(R'=R) = d*(B)+d°(Q'— Q). ' )
Nous savons d’autre part que d° (R’ — R) < sup[d°(R), d°(R")]; donc
d°(R'—R) < d°(B). )

Des relations (1) et (2) nous déduisons que
d°B)+d°(Q— Q) <d°(B).
Comme B n’est pas nul, cette derniére relation entraine Q = Q’, et enfin R=R’.

Existence. La démonstration s’effectue par récurrence sur le degré de 4; elle
fournit une méthode pratique d’obtention de Q et de R.

Lorsque d°(4) <d°(B), le couple (0, 4) convient visiblement. Supposons
Pexistence du couple (@, R) établie pour tous les polynémes de degré strictement
inférieur a n, oll n est un entier supérieur & d°(B), et considérons un polyndme A de
degré n. Ecrivons 4 et B sous la forme suivante :

A=, X"+, X" '+ .. +ay, o #0,
B=B,X+ B,y X" "+ .. +Bo, B,#0.

Comme n 2 p, nous pouvons introduire le polyndme

A, =A-22Xx"PB,

p

Ce polynéme est de degré strictement inférieur 4 n. L’hypothése de récurrence
s’applique donc 4 4, : il existe un couple (@, , R;) de polynomes tel que
T

A1 = BQI +R1, do(Rl) < do(.B).
Il en résulte que

A=B(Q1+§£X"-p>+R1;

4




Polynémes et fractions rationnelles 161

le couple <Q1 +% XnE Rl) convient.
14

On notera que si R =0, A est divisible par B; réciproquement, si 4 est divisible
par B, I'unicité du reste montre que R =0.

Pratique de la division euclidienne. La pratique de la division s’en déduit :

— On ordonne les polyndmes 4 et B suivant les puissances décroissantes,
on place 4 au dividende, en laissant des vides pour les degrés manquants, et on
place B au diviseur.

. . Oy one
— Le premier terme du quotient est — X" 7.
P

- - .
— On écrit le polyndme ~* X" ¥ B en dessous du polyndme 4, et on le retranche
14
de A ; on obtient ainsi 4, .
— On répéte ces opérations jusqu’a l’obtention au dividende d’un polyndme
de degré strictement inférieur au degré de B; ce polyndme est le reste R, tandis que
Q est écrit A ’emplacement traditionnel du quotient.

ExempLE. Calculer le quotient et le reste de la division euclidienne de X 411
par X?+X+1.

Xx* +1 | X2+ X+1
X*+ X34 X2 xX2_x
-X’-x* 41
~X*-Xx*-X
X+1

Le quotient est donc X2—X, et le reste X+1.

9.6 Structure des idéaux de P’annean des polyndmes. Soit ¥ un idéal non
réduit & {0} de I’anneau R[X]. Il existe un polyndme unitaire D et un seul apparte-
nant & Jy tel que & soit ’ensemble des multiples de D.

Puisque ¥ n’est pas réduit au polyndme nul, ’ensemble des degrés des éléments
non nuls de ¥ est une partie non vide de N. Soient n, son plus petit élément, P,
un élément de ¥ de degré n, et « le coefficient dominant de P,. Le polynome

1
D = o P, appartient encore a 5, et d°(D) = ny. Considérons un élément 4 de ¥,
la division euclidienne de A par D:

A =DQ+R, d°(R) < ny.
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Puisque D appartient & ¥, il en est de méme de DQ, et aussi de R=A4—DQ, car
< est un idéal. La relation d°(R) < n, montre alors que R = 0, par définition de .
Réciproquement, nous savons que tout polyndme de la forme DQ appartient
asy. :

Enfin, soit D’ un polyndme unitaire appartenant a &, tel que ¥ soit I’ensemble
des multiples de D’. Alors D est un multiple de D’. Comme ¥ est ’ensemble des
multiples de D, D’ est un multiple de D. L’antisymétrie de la relation de divisibilité
dans ’ensemble des polyndmes unitaires implique que D' = D.

EXEMPLE. Soient A et B deux polyndmes et 7 I'ensemble des polyndmes de la
forme

AU+BV,

U et V étant deux polyndmes. Il est clair que ¥ est un idéal. Si 4 et B ne sont pas
nuls, 5§ n’est pas réduit & {0}. D’aprés le théoréme précédent, il existe un polynéme
unitaire D unique tel que ¥ soit ’ensemble des multiples de D.

Or, A€y (U=1, V=O),
et Bey (U=0,V=1);

donc A4 et B sont des multiples de D; ou encore, D est un diviseur de 4 et B. Mais
tout diviseur commun & 4 et B divise, quels que soient U et V, le polyndme
AU+ BV, c’est-a-dire tout élément de J§, et D en particulier.

Ainsi : '

— D est un diviseur commun a A et B,

— tout diviseur commun 2 A4 et B divise D.
Pour ces raisons D est appelé plus grand commun diviseur de 4 et B (en abrégé :

P.G.C.D.).
Si D =1, les polyndmes A et B ont pour seuls diviseurs communs des constantes :

on dit qu’ils sont premiers entre eux.
Ainsi, pour que deux polyndmes A et B soient premiers entre eux, il faut et il
suffit qu’il existe deux polyndmes U et V tels que

AU+BV = 1.

Ce résultat est connu sous le nom d’égalité de Bézout.

Application de [’égalité de Bézout.

La formule de Bézout permet de démontrer trés simplement un théoréme dont
nous aurons 1’usage dans I’étude des fractions rationnelles.

Soient 4, B, C trois polyndmes. Si 4 est premier avec B et §’il divise le produit
BC, alors il divise C.

En effet, si 4 est premier avec B, il existe deux polynémes U et V tels que

AU+BV = 1.
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On en déduit
ACU+BCV = C.

Or, A divise AC, et BC (par hypothése). Il divise donc ACU et BCV, et donc aussi
leur somme C.

9.7 Division suivant les puissances croissantes. Soient n un entier naturel, 4 et
B deux polyndmes, la valuation de B étant nulle. Il existe alors un couple (Q, R)
et un seul de polyndmes tel que

A= BQ+X""'R, d°(Q) < n.

Les polynémes Q et R s’appellent respectivement quotient et reste & I'ordre » de
la division de 4 par B suivant les puissances croissantes.

Unicité. Soit (Q’, R') un second couple de polyndmes tel que 4 =RBQ'+
+ X"t 1R et d°(Q") < n. Il en résulte que B(Q— Q') =X"" (R’ ~ R ; d’ot la rela-
tion
vo(B) +vo(Q@— Q) = n+1+v,(R'—R).

Comme v,(B) =0, cela implique que v,(Q— Q) =n+1, ce qui impose Q' = Q
(dans le cas contraire, v,(Q—0)<d°(Q—Q')<n). Ainsi, X""'R=X""'R’,
et enfin R=R’, puisqu’il n’y a pas de diviseur de zéro dans !’anneau des poly-
nomes.

Existence. La démonstration s’effectue par récurrence descendante sur la
valuation de 4; elle fournit une méthode pratique d’obtention de Q et de R.

Lorsque v,(4) =>n-+1, écrivons A sous la forme 4 = X"*1C; le couple (0, C)
convient visiblement. Supposons I’existence du couple (Q, R) établie pour tous les
polyndmes de valuation strictement supérieure & p, ou p est un entier naturel
inférieur & n, et considérons un polyndéme A de valuation p. Ecrivons 4 et B sous la
forme suivante :

A=, X"+ o, X 4 4, XY, o, #0,
B=ﬁo+ﬁ1X+...+ﬂ,X', Bo # 0.

. R o . ‘. \
La valuation du -polynéme A4; = 4 — -2 XPB est strictement supérieure a p.
0

L’hypothése de récurrence s’applique donc & 4, : il existe un couple (Q,, R,) de
polyndmes tel que

Ay =BQ, +X""'R;, (@) <n.
Il en résulte que

4 =B<Q1 %'ZX")JrX"“Rl;

0
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le couple (Q  + %E X" R 1) convient.
o]

Pratique de la division suivant les puissances croissantes. La pratique de la divi-
sion s’en déduit :
— On ordonne les polyndmes 4 et B suivant les puissances croissantes, on place

A au dividende, en laissant des vides pour les degrés manquants, et on place B au
diviseur.

. . o
— Le premier terme du quotient est =2 X7,
0

— A o A
— On écrit le polyndme £ X* B en dessous du polyndme A, et on le retranche
0

de A; on obtient ainsi 4, .

— On répéte ces opérations jusqu’a ’obtention au dividende d’un polynéme de
valuation strictement supérieure 7 ; mettant X"+ en facteur dans ce polynéme,
on obtient le reste a 'ordre #, tandis que le quotient est écrit 2 son emplacement
traditionnel. -

ExempLE, Calculer le quotient et le reste de la division suivant les puissances
croissantes 4 I’ordre 4 de 1+ X par 1+ X+ X2

1+X 1+X+Xx?
1+X+X? 1-Xx24x°3
X2
—X2 X3 x4
X34 x4
X4+ Xx44+X°
—X3

Le quotient est donc 1 —X?+ X3, et le reste — 1.

On remarquera que la théorie précédente s’étend immédiatement au cas des
nombres complexes : les suites de nombres complexes constituent un espace
vectoriel sur C, les suites de nombres complexes nuls & partir d’un certain rang
constituent un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel précédent. La multiplica-
tion étant toujours définie par la formule (1), ’ensemble des suites de nombres
complexes nuls 2 partir d’un certain rang est muni d’une structure d’anneau
commutatif unitaire. Cet anneau est appelé anneau des polyndmes a coefficients
complexes, et noté C[X].

Un polyndéme 2 coefficients complexes se note

dotoy X+, X2+ ... + o, X7,

ol ag, 0y, Uy, ..., &, sONt cette fois des nombres complexes.
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9.8 Fonctions polynomiales. Soit
P=oagto, X+o, X*+ . +a,X°

un polynéme a coeflicients réels. On appelle fonction polynomiale associée a P, et
on note (abusivement) P, I’application de R dans R qui & tout nombre réel x associe
le nombre réel

2
dotoy X+, X 4 ...+ o,x.

Ce nombre réel s’appelle valeur de P au point x, et se note P(x).

On définit de méme, pour tout polyndme P i coefficients complexes, la fonction
polynomiale associée a4 P, application de C dans C.

Si le polyndme P est de degré strictement inférieur & 1, c’est-a-dire si P est de
la forme «, la fonction polynomiale associée & P est constante, et son image est
réduite & oy. On dit alors que P est un polynéme constant.

On dit qu’un nombre réel a est une racine d’un polynéme P si la valeur P(a) de P
au point a est égale a 0. '

On peut caractériser simplement les racines d’un polyndéme; en effet, pour qu’un
nombre réel @ soit une racine d’un polyndme P, il faut et il suffit que P soit divisible
par X—a.

En effet, considérons la division euclidienne de P par X—a :

P = (X—a)Q+R, d°(R) <1.

Le reste est constant, et évidemment égal & P(a). Or, P est divisible par X —asi et
seulement si R =0. L’assertion en résulte.

On appelle multiplicité d’une racine a d’un polynéme non nul P le plus grand
des entiers naturels g tels que (X—a)? divise P. La multiplicité m de a est donc
un entier naturel non nul et inférieur au degré de P. Lorsque m = 1, on dit que
la racine a est simple; lorsque m > 1, on dit qu’elle est multiple. En particulier,
si m =2 (resp. m = 3), on dit que la racine a est double (resp. triple).

9.9 Recherche pratique de la valeur d’un polyndéme en un point. La substitu-
tion du nombre réel a & I’indéterminée X dans le polynéme P n’est pas la méthode
la plus commode pour calculer la valeur de P au point a.

Nous savons qu’il existe un polynéme Q et un seul tel que

P = (X—a) Q+P(a).

L’identification de' P & (X —a) Q + P(a) fournit a la fois le polyndme Q et la valeur
- de P au point a.
En effet, si le polyndme P est de degré p, le polynéme Q est de degré p—1, et

ot XP 4o, X o, XPT R Lt =
= (X=0) Bpoi KP4 Bpea X772 4 oo+ o) + P(a).

Les mondmes 1, X, X2, ..., X", ... constituant une base de 1’espace vectoriel des
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polyndmes, les coefficients des termes de méme degré de chaque membre sont
égaux, et

(xp - ﬁp-—l

Opo1 = Bp-2—aB,-1
o, = ﬁn—l a»Bn
a; = Bo—ap,
ao = P(a)‘—'aﬁo.

On en déduit inversement

ﬁp-—l = ap
ﬁp—z = ap-l"'“ﬁp—l

..................

..................

EXempLE. Calculer la valeur de
2X7—3X°42X —-TX*—4X>+2X*+8X -9
au point —3.
L’algorithme précédent conduit &

Be =0, =2
Bs = ag+aflg = —3-3x 2= -9

By =o0s+afs = 2+3x 9= 29
By =a,taf, = —7-3x 29 = —94
By = aytaf; = —4+3x 94 = 278
B, = a,+af, = 2-3x 278 = ~832
Bo = a;+af, = 8+3x 832 = 2504

P(a) = ag+afy = —9—3%2504 = —7521.

Un calcul direct aurait exigé le calcul des puissances successives de —3 jusqu’ la
puissance septiéme; d’ou treize multiplications, au lieu de sept avec la présente
méthode.

On démontre qu’un polyndme non nul de degré n admet au plus » racines dis-
tinctes.

11 s’ensuit que I’application qui & tout polynéme P associe la fonction poly-
nomiale

fix— P(x)

est injective.
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Soient en effet P et Q deux polynémes ayant méme fonction polynomiale asso-
ciée f. Supposons par 'absurde P— Q # 0. La fonction polynomiale associée &
P— Q, 4 savoir f—f =0, aurait un nombre fini de racines, ce qui est contradictoire.

Nous avons vu au chapitre 4 que tout polyndme de degré 2 a coeflicients réels ou
complexes admet deux racines, ou une racine double, sur le corps des complexes.
Voici un résultat fondamental, que nous admettrons :

Théoréme de D’Alembert-Gauss. Tout polyndme non constant a coefficients
complexes admet.au moins une racine dans C.

Autrement dit, pour tout polyndéme P non constant & coefficients complexes, il
existe un nombre complexe a tel que P(a) =0.

On en déduit aussitdt que la somme des multiplicités des racines de P est égale au
degré de P. Par exemple, un polyndéme de degré 3 admet soit trois racines simples,
soit une racine simple et une racine double, soit une racine triple.

9.10 Racines rationnelles. Le théorgme de D’Alembert-Gauss nous affirme
I’existence d’au moins une racine dans C pour tout polyndéme non constant a
coefficients complexes, mais il ne nous donne pas cette racine : en fait, il n’existe
aucune méthode générale de résolution lorsque le degré du polynéme est au
moins 5.

Toutefois, si un polynéme 2 coefficients rationnels (ou, ce qui revient au méme,
entiers) admet des racines rationnelles, des considérations tres simples d’arithmé-
tique permettent de les déterminer.

Soit par exemple le polyndme

324 X% 567 X° +486X%—243X—112,

et supposons qu’il admette une racine rationnelle, que nous exprimons sous la
forme p/q d’une fraction irréductible.
On aurait

4 3 2
3242 5672 ag6 L —2432 112 =0,
q q q q

ou encore :
324 p* — 567 p® q+486 p? g2 243 pg® —112¢* =0,

et I’on peut alors remarquer que :

a) p divise les 4 premiers termes, donc leur somme, donc 112 q*.
Mais p et g sont premiers entre eux, donc p divise 112.

b) g divise les 4 derniers termes, donc leur somme, donc 324 .
Mais g et p sont premiers entre eux, donc g divise 324.

C’est la remarque fondamentale :
Si p/q (irréductible) est racine d’un polyndme & coefficients entiers, p divise le

coefficient du terme de plus bas degré, ¢ divise le coefficient du terme de plus haut
degré.
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Dans I'exemple étudié :
p doit étre un diviseur de 112 = 24 x 7 ;
g doit &tre un diviseur de 324 = 22 x 3%,
Par essais successifs, on trouve que 2/3 est la setle racine rationnelle du polynéme
donné. ,
On réduit le nombre des essais grace a la régle d’exclusion suivante :
p — g doit diviser f(1)
p + g doit diviser f(— 1).
Remarque. Soit un polyndme & coefficients entiers et dont le premier et le
dernier coefficients sont égaux a 1, ou —1, par exemple
X7—214X°+612X*—4X~1.
D’aprés la remarque ci-dessus, si ce polyndme a une racine rationnelle, son
numérateur divise — 1, et son dénominateur divise 1. Les racines rationnelles d’un

tel polyndme ne peuvent étre que 1 ou —1 (dans le cas particulier, on voit que ni 1,
ni —1 ne sont racines : ce polyndme n’a donc aucune racine rationnelle).

9.11 Dérivées. Soit un polynéme

P=gy+a: X+ ... +a,X" (nz=1).
Par définition, le polyndme

P =a+2a,X + ...+ na, X" *

est appelé dérivée de P. On pose en outre, si P = a, P’ = 0.
L’application P +— P’ de E dans E est manifestement linéaire : on vérifie immé-
diatement les égalités
(AP)" = AP,
(P+Q) = P'+Q'.
Enfin, on établit la formule
(PQ) = P'Q+PQ.

A cause de la linéarité, il suffit d’établir cette formule dans les cas particuliers

P=X", Q= X*,
alors P’ = nX""!, 0 =pxri,
tandis que

PQ =X""" et (PQ) =(n+p)X"trL,
La vérification est alors immédiate.

Remarque. La fonction polynomiale associée  la dérivée P’ d*un polyndme P
est la dérivée (au sens usuel de ’analyse) de la fonction polynomiale associée
a P. Mais l'intérét est qu’ici nous faisons une étude purement algébrique (c’est-
a-dire sans utiliser la notion de limite !).
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9.12 Dérivées successives. On définit par récurrence la dérivée P™ d’ordre n
du polyndéme P en posant

P — (P

Il est clair que I’application P+ P™ est encore une application linéaire de
I’algébre E dans elle-méme.

En outre si P a un degré au plus égal & n—1, alors P™ = 0. Pour calculer les
dérivées successives d’un produit, on peut utiliser la formule de Leibniz

n
(PQ)(") — Z C;P(l) Q(n~1)_
i=0
La démonstration en est aisée par récurrence sur » : la formule est connue pour

n=1. Admettons la formule
PO = "5::1 Cl_ PV QI=1D
i=0

Dérivons en utilisant dans chaque terme de la somme la formule pour dériver un
produit :

(PO)™ = "f Ci_ [PU*D Qo=1=D 4 pi) g=i] ;
ji=o

utilisons la formule
Cl,+CiZi=c,

et regroupons deux a deux les termes analogues; il vient

(PQ)(")= - Cf;P(j)Q("_j).
=0

J

9.13 Formule de Taylor. D’aprés le n° 9.1, les mondmes 1, X, X?,..., X", ...
constituent une base de ’espace vectoriel des polyndmes.

Soit maintenant p un entier naturel. Les polyndmes de degré inférieur a p
constituent un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des polyndmes, & savoir le
sous-espace vectoriel E, engendré par les mondmes 1, X, X' 2, ..., XP (cette fois,
sans points de suspension). La dimension de E, est évidemment p+1.

Soit enfin @ un nombre réel. On démontre facilement que les mondmes
1, X—a, (X—ad)?, ..., (X—a)? sont linéairement indépendants. Ftant au nombre de
p+1, ils constituent une base de E, (voir n° 6.2). Tout élément P de E, s’écrit donc
d’une maniére et d’une seule sous la forme :

P = ot Bi(X=a) + f(X—a) + ...+ B, (X—a). )

Il reste & calculer les coefficients fy, By, B, ..., B,. A cet effet, remplagons d’abord
X par a. Nous obtenons aussitét ff, = P(@). Dérivons ensuite les deux membres
de (1) :

P =B +2B8,(X—a)+ ... +pB,(X—a)’ L.
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En remplagant de nouveau X par a, nous obtenons ff; = P'(@). En dérivant encore
les deux membres de (1), nous trouvons

P =28, +...+p(p—1) B,(X—a)P~?

et
P’ (a
ﬂz = 2( )
On calcule de méme les autres coefficients :
P"(a P (g) P¥)(q
o P@ P9 PG
6 24 p!
En résumé
P PII PIII
P=P(a)+ (“)(X a) + ()(X a)* + ()(X ay + ...+
P(p)

p'

C’est 1a formule de Taylor, permettafit de passer d’une base de E, 4 ’autre.
Si a = 0, cette formule prend le nom de formule de Maclaurin, et se réduit a

P'(0 P"(0 PP(0

P = P(0) + —~ () X+ ()X2+ o ()
1! 2! p!
EXEMPLE. Prenons P=X*—2X*+X3—X2+4+2X—1 et a=1. Alors p=5et

P1) =0
P =5X*-8X343X*-2X+2 P'(1) =0
P" =20X%-24X*+6X-2 P(1) =0
P" = 60X*-48X+6 P"(1) =18
PW = 120X 48 P®1) =72
P4 =120 PA)(1) = 120.

La formule de Taylor s’écrit donc
= % x-1%+ (X D* + 32—0 x-1°

= 3(X—-1)7°+ 3(X—1)4 + (X—1)5.

FRACTIONS RATIONNELLES

9.14 Fractions rationnelles. Nous avons vu que ’anneau R[XT des polynomes
4 une indéterminée & coefficients réels est un anneau commutatif unitaire sans
diviseur de zéro. Cet anneau n’est pas un corps, puisque seuls les polynémes de
degré 0 sont inversibles.
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Nous nous proposons de construire un corps dont une partie soit isomorphe 2
I’anneau des polyndmes & coefficients réels. (Le cas des coefficients complexes se
traite exactement de la méme maniére.)

La construction est absolument analogue & la construction bien connue du
corps Q des nombres rationnels & partir de ’anneau Z des entiers rationnels :
on définit des classes d’équivalence dans I’ensemble des couples (P, Q) de polynd-
mes (Q non nul) par la relation %

@~ @, Q) si PO =PQ

et on montre que I’ensemble de classes ainsi obtenu peut étre constitué en un
corps commutatif R(X), appelé corps des fractions rationnelles :

Muni de I’addition et de la multiplication, I’ensemble quotient (R[X]x R[X]*)/%
est un corps commutatif, appelé corps des fractions rationnelles, et noté R(X).

L’élément neutre pour 1’addition est la classe de (0, 1), I’élément unité pour la
multiplication est la classe de (1, 1).

De plus, I’application qui & tout polynéme P associe la classe de (P, 1) est un
isomorphisme de I’anneau R[X] sur une partie de R(X).

On identifie un polyndme P et la classe de (P, 1). La classe de (P, Q) se note P[Q;
la relation

(P,O) (P, Q)
se note alors

P

P_F
o ¢
EXEMPLES.
1. Le couple (X*—1, X—1) est équivalent au couple (X+41,1); la fraction
rationnelle
X*—1
X—1

est donc égale au polynéme X +1.
2. Lecouple(X?—1,X° —1)estéquivalentaucouple (X + 1, X*+ X>+ X? + X +1);
nous pouvons ainsi écrire
X*—1 X+1
X°—1 X*+XP+X*+X+1

Des considérations de degré montrent que la fraction rationnelle

xX?-1
X%—1

n’est pas égale & un polyndme.
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9.15 Fonctions rationnelles. On dit qu’un nombre réel x est substituable dans
une fraction rationnelle R s’il existe un élément (P, Q) de R{X]x R[X]* tel que
R = P|/Q et que Q(x) soit non nul.

Soit (P’, Q') un autre élément de R[X]x R[X]* tel que R = P'/Q’ et que Q' (x)
soit non nul. Alors

PQ = P'Q,
et

P(x) Q' (x) = P'(x) Q).
D’ou

Px) _ Pk

0 Q@

Le nombre réel P(x)/Q (x) ne dépend donc pas du représentant (P, Q) considéré;
on ’appelle valeur de R au point x, et on le note R(x).

Soient maintenant R un élément de R(X) et 4 ’ensemble des nombres réels
substituables dans R. L’application de 4 dans R qui & tout élément x de A4 associe
la valeur de R au point x s’appelle fonction rationnelle associée 4 la fraction ration-
nelle R.

Soient P et @ deux polyndmes & coefficients réels, O étant non nul; on suppose
que P et Q n’ont aucune racine commune. L’ensemble A des nombres réels substi-
tuables dans R = P/Q est évidemment le complémentaire dans R de I’ensemble des
racines de Q.

La fonction rationnelle associée & R est donc P’application de 4 dans R définie
par

xr—-»R(x)=P—(x-)

()

Les valeurs de x non substituables dans R (c’est-a-dire telles que Q(x) soit nul)
sont appelées péles de la fraction rationnelle R.

EXEMPLES.
1. Soit

X3 -1
X*-1)(X-2)

Tout nombre réel x différent de —1, de 1 et de 2 est évidemment substituable
dans R.
Comme

-1 X+X+1
(X2—1)(X—-2) (X+1)X-2)"

nous voyons que 1 est aussi substituable dans R, et que R(1) = —3/2.
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2. Soient a, b, ¢ et d quatre nombres réels, ¢ étant non nul. La fonction ration-
nelle associée a la fraction rationnelle

aX+b
cX+d

est la fonction homographique

ax+b
ex+d’

X

définie sur 4 =R — {—d/c}.

9.16 Décomposition en éléments simples. Nous nous proposons de résoudre le
probléme suivant : décomposer une fraction rationnelle en somme d’un polynéme
et de fractions de numérateur constant et de dénominateur de la forme (X —a)", ol
a est un pble, et n un entier strictement positif.

En prenant des polyndmes a coefficients complexes, nous allons voir que ce
probléme admet une solution et une seule, et qu’il est possible d’expliciter une telle
décomposition chaque fois que 1’on connait les poles de la fraction considérée.

Nous allons d’abord séparer la partie polyndme, dite partie entiére, de la fraction
rationnelle R, écrite sous forme irréductible P/Q (c’est-a-dire Q unitaire, P et Q
premiers entre eux).

R se met d’une maniére et d’une seule sous la forme :

P_p. P
Q Y
ot E et P, sont des polyndmes, le degré de P, étant strictement inférieur d celui de Q.

Multiplions en effet les deux membres par Q: P=EQ+ P, d°(P)) <d°(Q);
E et P, existent et sont uniques : E est le quotient, et P; le reste, de la division de P
par Q suivant les puissances décroissantes.

Notons qu’il n’y a lieu de chercher la partie entiére que si le degré du numérateur
est supérieur ou égal & celui du dénominateur : sinon, E est nul, et P, = P.

Dans la suite, nous pourrons donc nous borner & considérer des fractions
rationnelles dont le numérateur est de degré strictement inférieur a celui du
dénominateur.

Soit une fraction rationnelle sous forme irréductible, dont le numérateur est de
degré strictement inférieur a celui du dénominateur, celui-ci étant supposé écrit de
la maniére suivante : Q= Q,0,... O,, les polynémes Q,, @,,..., @, étant
unitaires et premiers entre eux deux a deux.

It existe alors une suite (Py, P,, ..., P,) de polyndmes tels que ’on puisse écrire :

P i o
Q B ";1 Qi.
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La démonstration se fait par récurrence sur » : prenons d’abord n = 2. Les poly-
ndmes @, et O, étant premiers entre eux, il existe deux polyndmes A et B tels que
AQ,+BQ, =1 (d’aprés 1'égalité de Bézout). Multiplions les deux membres par
P:P=PAQ,+ PBQ,. L’assertion est démontrée, en posant P, == PB, et P, = PA,
car en divisant les deux membres par Q, nous obtenons :

P_P, Py
g O @

Si I’assertion est établie pour n— 1, démontrons-la pour le rang ». Il suffit d’écrire

0=010;.. 0010, =00;

Q, ¢étant premier avec Q,, Q,, ..., Q,., ’est avec leur produit Q’, et le résultat
valable pour n =2 conduit &

P P P,
— 2z —_, + —,
2 Q 0,
et comme Q' se compose de n—1 facteurs, ’hypothése de récurrence s’applique a
P’ P P,
-—,=&+——2+...+~"—1-.
Qg O O On-1

Si nous imposons aux polynémes P; d’étre de degré strictement inférieur a celui du
polynéme Q; correspondant, il existe alors une suite et une seule de polynémes P; :
montrons d’abord que cette condition sur les degrés des P; peut étre satisfaite.
Partons de la décomposition précédente :

P 7 Pi
S z it
Q i=1 8
et séparons la partie entiere E; de P;/Q;
Pi_p B
9 Q;
avec d°(P{) <d°(Q). D’ou :
P n Pl n
—= 3 =4 ) E.
Q i=1Q; i=1

En réduisant au méme dénominateur, nous voyons que Z E; est la partie
=1
entiére de P/Q, laquelle est nulle d’aprés ’hypothése.
L’unicité de la suite des P; se vérifie en supposant par ’absurde qu’il existe une
deuxiéme décomposition :

n '

P i ) ° o/ p’ o
b: ;15 a*(P) < d*(@), d'(P) <d*(@).
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Les deux décompositions étant supposées distinctes, I'un au moins des P; est
différent du P; correspondant, soit, pour fixer les idées, P, % P,.
Alors

P"__P nil P/
_— b
Q" i=1 Ql
ou, en réduisant au méme dénominateur,
p,—P, P
__L___ﬂz._,, avec Q=005 Qs
Q. Q

En égalant le produit des extrémes et le produit des moyens, il vient :
Q'(P, — P;)) = P'Q,.Le polyndéme Q,, étant premier avec Q’, divise (P, — P,),
polynéme non nul de degré strictement inférieur a celui de Q,. Cette contradic-
tion montre "unicité de la décomposition.

Or, pour des polyndmes & coefficients complexes, il résulte du théoréme de
D’Alembert que le dénominateur Q peut toujours s’écrire sous la forme

0= X—a)" (X—a)"*...(X—a,)" (Q étant supposé unitaire).

Les polyndmes (X —a)" sont unitaires et premiers entre eux deux & deux, et le
théoréme précédent s’appliqgue. En pratique la décomposition d’une fraction
rationnelle pourra donc se faire chaque fois qu’on en connait les poles.

Nous allons enfin expliciter les polynémes P; : soit a un pdle d’ordre p. D’aprés
le théoreme précédent, nous savons qu’il existe un couple et un seul de polyndmes
P, et Py, d°(Py) <p, d°(P,) < d°(Q,), tel que si

_P_ ——P——, © @ et @, unitaires,
Q0 X-a)Q,
alors
- ._Pl— PZ + E.
(X“’a)p 0,

Il en résulte 1’égalité
P =P Q)+ (X—af (P,+0,E),

avec d°(P,) <p, ce qui montre que P, est le quotient de la division de P par @,
suivant les puissances croissantes de Y= X—a & ’ordre p—1.
Si nous ordonnons P, suivant les puissances croissantes de ¥ = X —a,

P, =b,+b,_;(X—a)+ ... + by (X—a)’"},
nous voyons que
P, b

P § P bp~111~1+'."+ b_l_ ’
(X —a) X—-af X-—a) X—a

et nous aurons une écriture analogue pour tous les pdles de R. Le coefﬁment by
s’appelle résidu relatif au pole a.
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La pratique de la décomposition se déduit aisément de la théorie ci-dessus :

1. On commence par calculer la partie entiére, le cas échéant.
2. On cherche les poles de R, et on écrit la décomposition de R a priori, & I’aide
de coefficients indéterminés :

P
~ =FE+ %p + +_£1__+__£‘1__+ +_ﬁ_

0 (X—af = X—a (X-br T X—b

+ ..

3. Pour un pdle multiple d’ordre assez élevé, on applique la méthode théorique :
on fait le changement de variable ¥ = X—a, et I’on procéde & la division de P
par le facteur de Y” suivant les puissances croissantes & 1’ordre p— 1.

4. Pour un pdle simple, cela revient & multiplier les deux membres par X —a, et &
substituer & X la valeur a; ainsi, b, = P(a)/Q,(a). Remarquons que b, est aussi
donné par le quotient P(a)/Q'(a), ot Q'(a) est la dérivée de Q au point @ : cela
résulte de la formule de Taylor

Q0=(X-a)Q'(@+..+ 0L 0"Q).

(X —a)"
n!

5. Enfin, lorsqu’il ne reste & calculer que quelques coefficients, on peut les
obtenir en substituant & X des valeurs particuliéres : 0, 1 ou j par exemple, si ces
nombres ne sont pas des poles.

Voici un exemple rassemblant les principales difficultés :

R = X°—4Xx°+1
XX+ (X+1)2 (X -1)°

La fraction R est irréductible; ses pbles sont :
0, péle simple;
j et —J, péles simples;
—1, pble double;
1, pole triple.
Ecrivons R sous la forme

G
R=E+24 B, C D S F_, -+
X X—j X+j X+ X+1 (X-1)
H 1
+ R
(X-1?* X-1

Le degré du numérateur étant supérieur 4 celui du dénominateur, la partie
entiére £ n’est pas nulle. Nous la calculons en divisant le numérateur par le
dénominateur suivant les puissances décroissantes :

Xl X+l = (X+ D) (X=X =X+ X - X* 4+ X+ X2 X)+
+2XT—A4X5-2X3 4+ X+1.

La partie entiére est donc E = X +1.
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Considérons le péle triple 1. Posons Y= X—1. Les coefficients G, H, I ne
dépendent en fait que des termes en Y de degré inférieur a 2 (la division se
faisant & I’ordre 2). Il nous suffira donc de diviser —2—11Y—4Y? par 8+24 Y+
+30Y2 alordre 2. On trouve ainsi G= —1/4, H= —5/8, I =37/16. Multiplions
ensuite les deux membres par X, et substituons la valeur 0 : nous obtenons ainsi
A = —1. Multiplions les deux membres par X —j, et substituons a X la valeur j :
nous trouvons de la sorte B=(2—j)/8; C est visiblement le nombre complexe
conjugué de B, soit C = (2+j)/8. Multiplions les deux membres par (X+1)?, et
substituons & X la valeur —1, d’olt D=1/4. Pour obtenir le dernier coefficient,
soit F, on cherche le coefficient de 1/X dans les deux membres: 2=A+ B+ C+F+1,
d’ol enfin F=3/16. '

La décomposition est ainsi achevée, et elle se présente sous 1’aspect suivant :

Rexti-L @08 QDB 14 316
. X X-j  X+4] X+ X+1
Coya 58 37/16

x-1° x-1* X-1

Remarque. En analyse, on a parfois besoin d’une décomposition en termes réels
d’une fraction dont les termes sont des polyndmes & coefficients réels. On peut
alors procéder comme ci-dessus puis « regrouper » les termes complexes conjugués.
Dans 1’exemple 5 ci-dessus

2-j  24) 24§
8 8 8 X/2+1/4
+ = :

X—j X+j X>+1 X241

2] )
(X+j) + Ky (X-

On obtient alors pour R la décomposition
_1_+X/2+1/4 1/4 3j16 14
X X*+1 (X4+1D)* X+1 X-1°
__5/8 37/16

X-1> X-1

R=X+1-




EXERCICES

Problémes linéaires

Soit E I’espace vectoriel des polynémes de degré inférieur 4 2 a4 coefficients com-

plexes.

9.1

Montrer que les polynémes
P, =1+X-X? = P,=1-X+X* e Py=-1+X+X?
constituent une base de E.

9.2 Meéme question pour les polyndmes
P,=X, P,=X-1 e P3=XX-1).
9.3 Méme question pour les polynémes
P,=(1-X)? P,=X(1-X) et Py=X2
Ecrire Ia matrice de passage de la base B = (1, X, X?) a cette nouvelle base B’;
calculer la matrice inverse.
9.4 Montrer que I'application U qui 2 tout ‘\élément P de E associe
UP) = (1-X)> PO +2X1~X) PA/D) + X?*P(1)
est un endomorphisme de E. Ecrire les matrices associées & U dans les bases B et B’
de 1’exercice précédent.
Divisions
Effectuer la division euclidienne de
95 44X —-2X*+5X3+4Xx+2 par X2+1
9.6 4X°-2X*+5Xx3—Xx? par 4X3-2Xx2%+Xx+2
9.7 —2X°-2X*—-X3+4X%+4X+3 par X2+ X+1
98 —X64+3X%2—-4x+1 par X7 —4X5+X3-1
99 2X*-3X3+4X%-5X+6 par X%2-3x+1
9.10 4X°+x? par X+1+j
911 2X*+5X%~10X+1 par 2X2~5X+5
912 X*+iXx3—jx?+Xx+1 par X2 —jx+1
9.13 2X34+3X*+4X3+4X*+3X+2 par X3+ X2+ Xx+1
914 Xx18-1 par X3-1
9.15 X3-3X%+(G+3)X—-2-2 par X—j.



Exercices

9.16

9.17

9.18

9.19

9.20

9.21

Effectuer la division suivant les puissances croissantes de :

3+X-2X3 par 3+ X
3+4X+4X2-Xx3-2Xx4-2X° par 1+ X+ X2
24+X-X3 par 1+3X—X2—Xx*
1+X ) par 1—X2+Xx*
4+4X+ X2 par 2+ X+ X?
1-2X+Xx* par —1+3X+ X2

Racines rationnelles

9.22

9.23

9.24

9.25

9.26

9.27

Déterminer les racines rationnelles des polyndmes suivants :

3X3-2X%+5Xx+2
8X3+6X2—~4X—~3‘
2X*+3X2+2X+3
4X3—4X2—X+1
4x3-8Xx%+5X%x-3

9X5+15X%—50X3—39X%+63X—98.

Décompositions en éléments simples

9.28

9.30

9.32

9.34

9.36

179

a l’ordre 4
a 'ordre 9
a P’ordre 5
a Pordre 2
4 Pordre 3

a ’ordre 3.

Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes :

1 - 3-2X%
1—-Xx? 9.29 X2-3X+2
X%2-3x-2 031 12x2
x*-1)x-n T XD (X2 (X+3)
4x? , x4
=1 B D=
1 neN¥* 9.35 ——1— neN*
xr—1 X"+
X2-1)>*
( ) 9.37 !

X(X+1) (X*+1) X(X+1) (x-1)°
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9.38

9.40

9.42

9.44

9.46

9.48

X4+ x+1
X(X—1)(x~-2)

X2-X+1

X2(x—-1)3
2X%+1 .

-1 (x?+1)

X3-X?+5x+1
(X%+1)?

3X4+17X3+29x2+21x+11

X-1) (x+2)*

X34 X2 +1
(X¥* + X+ 1)*

9.39

9.41

9.43

9.45

9.47

Chapitre 9

X4+1

(X—1) (X~2) (X—3)

X6—2x5—x*4+2x3~-3x2—x~1
X-2) (X*+1)

X6-9x2-3
X*-3x%—4

X4+1

@x*-1)?

X4+1

X2+ X+ (X*~X+1)*?
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'DIAGONALISATION DES MATRICES CARREES

Nous avons vu au n® 7.7 que les régles de calcul sur les matrices se simplifient
considérablement dans le cas des matrices diagonales. La notion de polyndme va
nous permettre dans certains cas de ramener 1’étude des matrices a celle des
matrices diagonales.

10.1 Valeurs propres, vecteurs propres d’un endomorphisme. Soient £un espace
vectoriel sur K et U un endomorphisme de E. On dit qu’un scalaire A est une valeur
propre de U si le noyau E; de U— Al n’est pas réduit & {0}. Le sous-espace
vectoriel E, s’appelle alors sous-espace propre associé & la valeur propre 4; les
éléments non nuls de £, sont appelés vecteurs propres associés a la valeur propre 4.

Autrement dit, pour qu’un élément x de E soit un vecteur propre de U, il faut

et il suffit que x soit non nul et qu’il existe un scalaire A tel que U(x) = Ax; un tel

scalaire A est unique, et c’est une valeur propre de U.
Dans la suite de ce paragraphe, on désigne par » un entier naturel non nul et

inférieur a 3. , _
On peut maintenant définir les valeurs propres et les vecteurs propres d’une

\

matrice carrée. Soit M une matrice carrée d’ordre # 4 éléments dans K. On
~appelle valeurs propres et vecteurs propres de M les valeurs propres et les vecteurs
propres de ’endomorphisme de K" canoniquement associé a la matrice M.
Pour qu’un scalaire 1 soit valeur propre de M, il faut et il suffit que la matrice
M — I, ne soit pas inversible, ou encore que son déterminant soit nul :

Det(M—AL) = 0.
La formule du développement du déterminant d’une matrice carrée montre

que le déterminant de la matrice carrée X1,— M, considérée comme élément de
M, [K(X)], est un polyndme unitaire de degré n a coefficients dans K.

Le polynéme §=Det(XI,—M) est appelé polyndme caractéristique de la
matrice M.
Lorsque n=2,

Det (XI,— M) = X2 — (a3, +055) X-+Det M.
Lorsque n=13,
Det(XI3—M) = X° — (04 +py+az3) X2 +
+ [(otyq 05 —0Olp3 g 2) + (Paz 033 —0p3%az) + (Otyg Otg3— 03y 0y 3)] X—
— Det M.

Les valeurs propres de M ne sont autres que les racines du polynéme carac-
téristique de M.
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Soient maintenant U un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension
finie # sur K, B une base de E, et My (U) la matrice associée & U dans cette base.

-Alors le polyndme Det[XT, — My (U)] est indépendant de la base B; on ’appelle
polyndme caractéristique de I’endomorphisme U.

Soient en effet B’ une autre base de F, et P la matrice de passage de B 4 B’. Les
matrices Myz(U) et Mg.(U) sont donc liées par la relation

- Mp(U) = P"* Myx(U) P.
1l en découle que
XI, — My (U) = P"[XI,—~MyU)] P.
Donc
Det[X1,— My (U)] = Det(P™').Det[XI,—My(U)].Det P =
= Det[XI,—M(U)],

ce qu’il fallait prouver.
Les valeurs propres de U ne sont autres que les racines du polynéme caractéristi-
que de U. :

10.2 Endomorphismes et matrices diagonalisables. Soit U un endomorphisme
d’un espace vectoriel E sur K. On dit que U est diagonalisable s’il existe une base de
E constituée de vecteurs propres de U.

Remargue. Supposons que l’espace vectoriel E soit de dimension finie n.
D’aprés le n° 7.7, une base B=(e,,e,, ..., e,) de E est constituée de vecteurs
propres de U si et seulement si la matrice My (U)est de la forme

A 0

My(U) = | 4

\o .

Les valeurs propres de U sont alors les scalaires A; et, pour toute valeur propre 4,
. le sous-espace propre E; de U associé & A admet pour base la famille des vecteurs e;
tels que 4; = A.

Soit maintenant M une matrice carrée d’ordre n 4 éléments dans K. On dit que M
" est diagonalisable si I’endomorphisme U de K" canoniquement associé & M est

diagonalisable. On peut caractériser trés simplement une matrice diagonalisable.
Pour que M soit diagonalisable, il faut et il suffit qu’il existe un élément P de
GL, (K) tel que la matrice M’ = P~* MP soit diagonale. A

En effet, si M est diagonalisable, il existe une base B’ de K" telle que la matrice
M' = M. (U) soit diagonale. Soit P la matrice de passage de la base canonique B de
K" ala base B'. Alors M' =P~* MP.
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Réciproquement, soit P une matrice carrée inversible telle que la matrice
M' =P~ MP soit diagonale. Désignons par B’ I’'unique base de K" telle que Ia
matrice de passage de B & B’ soit P. La matrice My (U), n’étant autre que M’, est
diagonale, ce qui montre que ’endomorphisme U est diagonalisable.

10.3 Indépendance linéaire des vecteurs propres. Soient U un endomorphisme
d’un espace vectoriel E sur K, A, 4,, ..., 4, des valeurs.propres de U distinctes
deux & deux et x,, X,, ..., x, des vecteurs propres de U associés respectivement a
ces valeurs propres. Alors les vecteurs x;, X,, ..., X, sont linéairement indépen-
dants.

Pour p = 1, Iassertion est évidente; supposons-la prouvée 4 ’ordre p—1, p> 1,
et considérons une relation linéaire

alx;‘+...+aixi+...+apxp=0 ¢))

entre les vecteurs propres x;, ..., X;, ..., X,.
En appliquant I’endomorphisme U aux deux membres, nous obtenons la rela-
tion

llalxl + evs + Aiaixi + cen + Ap(xpxp = 0. (2)
Multiplions la relation (1) par le scalaire A,, et retranchons-la de la relation (2) :
(Al—ﬂ’p) a1x1+..-+(li“'lp) aixi+...+(lp_1—/1p) Otp_lxp_1 :0.-

D’aprés I’hypothése de récurrence, les scalaires (4;— 4,) a; sont nuls, quel que soit
ie[l, p—1]. Comme les scalaires A;— 4, ne sont pas nuls, il en découle que a; =0,
pour tout i € [1, p—1].

La relation (1) s’écrit alors «,x, = 0; donc a, = 0.

1l en résulte qu’étant donné U un endomorphisme d’un espace vectoriel E de
dimension finie #n sur K, si U a n valeurs propres distinctes, U est diagonalisable.

“Soient en effet 4,, 4,, ..., 4, les valeurs propres de U et, pour tout élément i de
[1, n], x; un vecteur propre de U associé a la valeur propre A;. Alors la famille
(x4, x5, ..., x,) est libre; ayant n éléments, cette famille est une base de E.

Remarque. Ce corollaire ne caractérise pas les endomorphismes diagonalisa-
bles. En effet, une homothétie est diagonalisable, bien qu’elle n’ait qu’une seule
valeur propre, i savoir son rapport.

Soit U un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension » sur K. La
dimension d’un sous-espace propre E, est toujours supérieure a 1; on démontre
qu’elle est inférieure a la multiplicité de la racine 1 du polyndme caractéristique de
U. Pour que U soit diagonalisable, il faut et il suffit que, pour toute valeur propre 4,
la dimension de E, soit égale a la multiplicité de 1 et que la somme des multipli-
cités des valeurs propres de U soit égale & n. (D’aprés le théoréme de D’Alembert-
Gauss, cette derniére condition est toujours satisfaite lorsque K est le corps des
nombres complexes.)
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Ainsi, lorsque n =2, U est diagonalisable dans les cas suivants :

— le polyndme caractéristique de U a deux racines distinctes; ‘
— le polyndme caractéristique de U a une racine double, et le sous-espace propre
associé a 'unique valeur propre est de dimension 2. (Alors U est une homothétie.)

Lorsque n =3, U est diagonalisable dans les cas suivants :

— le polyndme caractéristique de U a trois racines distinctes;

— le polyndme caractéristique de U a une racine simple et une racine double, et
le sous-espace propre associé 3 la valeur propre double est de dimension 2;

— le polyndme caractéristique de U a une racine triple, et le sous-espace propre
associé a I’unique valeur propre est de dimension 3. (Alors U est une homothétie.)

En pratique, on choisit une base B de E. Soit M = («;;) la matrice associée & U
dans cette base. Pour toute valeur propre A, les composantes &, &,, ..., £, d’un
vecteur propre associé 2 A sont solutions du systéme de n équations linéaires
homogénes & n inconnues

A =ay &+ o+ ol + g,
Ay = 0y &+ ap o+ gl 0,6,

Ay =yt &ot oty o o, &y

EXEMPLES

1. Soit U I’endomorphisme de R* dont la matrice associée dans la base canonique
est

33 16 72
-24 —-10 -=57|.
-8 -4 -17

Montrer que U est diagonalisable, et expliciter une base de vecteurs propres.
Le polynbme caractéristique de U est

§=X"-6X*+11X-6.

Il est immédiat que 1 est racine. Divisons § par X—1 :

§ = (X—1) (X*~5X+6).

Il s’ensuit que U a pour valeurs propres les trois nombres réels 1, 2 et 3, et donc que
U est diagonalisable. '
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Les composantes £,, &,, £5 d’un vecteur propre associé a la valeur propre 1
vérifient le systéme
3361""16&2"}'7253 = él
—24¢,—10&,-5783 = &,
h 851“‘ 462‘1763 = 535

soit encore

248 —118,~57¢, =
— 8L,— 48,~188, =0

La premiére et la troisiéme équation sont équivalentes. Nous sommes ainsi ramenés
4 un systéme de deux équations homogénes i trois inconnues :

.{24§1+11éz+5753 =0
8¢+ 4L,+184; = 0.

D’ol, & un facteur pres, &, = —15, &, =12 et £, = 4. Nous obtenons de méme
pour A =2 et pour A= 3 (toujours & un facteur prés) les vecteurs de composantes
(—16, 13, 4) et (4, —3, — 1. La matrice de passage & la base de vecteurs propres
ainsi obtenue est

—15 —16 4
12 13 -3].
4 4 -1

La matrice associée & U dans cette base est

1 0 0
0 2 0].
0 0 3

2. Diagonaliser I’élément suivant de M3 (R) :
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Soient U ’endomorphisme de R? canoniquement associé 3 M et x = (&,, &,, £5) -
un élément de R?. Alors U(x) = (&, +&,+&3) f, ou f=(1, 1, 1). Supposons que x
soit un vecteur propre. Deux cas se présentent :

- le vecteur x est colinéaire a f; le vecteur f est effectivement un vecteur propre,
associé a la valeur propre 3;

— le vecteur U(x) est nul; le plan P d’équation &; +¢&,+ &5 =0 est un sous-
espace propre, associé & la valeur propre 0.

Il s’ensuit que M est diagonalisable. On obtient une base de vecteurs propres en
réunissant f et une base du plan P.

3. On considére I’élément suivant de M;(C) :

2 -2 3
M =110 —4 5
5 —4 6

La matrice M est-elle diagonalisable ?
Le polyndme caractéristique de M est
X3—4X?+5X-2 = (X-1)* (X-2).
Le sous-espace propre associé 4 la valeur propre double 1 est la droite engendrée

par le vecteur (4, 15, 10); sa dimension est strictement inférieure & 2, ce qui montre
que la matrice M n’est pas diagonalisable.

4. On considére I’élément suivant de M,(R) :

cos @ —sinf
w=(on o)
sin 0 cosf

ot 8eR. La matrice M est-elle diagonalisable ?

Le polyndme caractéristique de M est X*—2 cos 6+1; il n’admet pas de racine
réelle si cos @ +1. Dans ce cas, la matrice M n’est pas diagonalisable. Si
cos 0= +1, alors sin §=0. La matrice M, étant diagonale, est évidemment
diagonalisable.



EXERCICES
Diagonalisation des matrices carrées

Pour chacune des matrices carrées a éléments complexes suivantes, calculer le
polyndme caractéristique, déterminer les valeurs propres et une base de vecteurs
propres.

2 4 /4 —1 4 4
10.1 < ) 10.2 ( ) 10.3 ( >
' 01 2 1 1 4

-1 2 -7 - 2 4
10.4 < _ ) 10.5 ( ) 10.6 < >
—2i 2 1210 3 13
100 730 -3 4 -1
10.7 (o 108 (3 7 4 109 (-2 o 2
01 1 0 4 7 3 —-12 9
20 0 4 5 1 -1 401 1
10.10(3 ~4 12 10112 4 -2 10121 4 1
1 -2 5 1 -1 3 \1 1 4

10.13 Sans calculer le polyndme caractéristique, trouver une base de vecteurs propres et
les valeurs propres de la matrice

0 0 0 0 1
0 0 1 0 0
M=1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0

10.14 Déterminer les suites («, B, o, f', o, B’) des nombres complexes telles que la

matrice
1 o Jij
1 o B
1 o B

admette pour vecteurs propres les vecteurs (1,1, 1), (1,0, =D et (1, —1, 1).

10.15 Déterminer le nombre réel o pour que la matrice

_1 23

2 %3 2

| /2 ND
M= 2 ! 2
[SRVOR

2 ¥ 2

soit diagonalisable. Expliciter alors une base de vecteurs propres de M.

QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 1 7




CHAPITRE 11

APPLICATIONS DU CALCUL MATRICIEL
AUX QUADRIPOLES ELECTRIQUES

11.1 Généralités. Un circuit électrique possédant deux bornes d’entrée et deux
bornes de sortie est appelé quadripble. On distingue deux grandes catégories : les
quadripdles linéaires et les quadripdles non linéaires. Nous n’envisagerons dans ce
qui suit que le comportement des quadripbles linéaires. Suivant la nature des
composants constitutifs, ils peuvent encore étre qualifiés de : passifs, actifs,
symétriques ou dissymétriques.

Considérons un quadripdle, noté Q, et désignons par i, et v, les grandeurs
(respectivement : courant et tension) d’entrée et par J, et v, les grandeurs de sortie.

f ' /'2
e e e
Fic. 11.1

Si I’on se fixe deux de ces grandeurs, les deux autres deviennent de ce fait déter-
minées. Suivant le choix des grandeurs fixées, il est possible d’établir six systémes
différents de deux équations. I existe, en effet, six fagons distinctes de grouper quatre

grandeurs deux a deux.
Le sens des courants #, et i, est arbitraire et il faudra toujours veiller, dans les

calculs, & adopter les équations correspondant au sens que 1’on s’est fixé.

Les coefficients qui lient les grandeurs d’entrée et de sortie aux éléments du
circuit sont appelés parameétres du quadripdle. Dans le cas des quadripéles linéai-
res, ces parameétres seront toujours les éléments d’une matrice carrée d’ordre 2.

Matrice impédance : Z. Si on se fixe v, et v,, ou ce qui revient au méme on
définit 7, et i, comme variables indépendantes, il est possible de former le systéme
linéaire suivant :

Uy = 2y303+2510 vy iy
)] . = =Z{ )
Uy = Z31i3+ 23510 vy 53
Ol 2,4, 244, Z1, 75, Teprésentent les paramétres « impédances» du quadripdle et

Z31 Zy2 ., f1x o s

Z = ) sa matrice impédance. Le nom des éléments z;; est justifié par le
Z21 222

fait qu’ils sont physiquement homogénes & des impédances.
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En d’autres termes, cela signifie que dans un espace vectoriel de dimension 2,
rapporté a une certaine base, les vecteurs I, ¥V, etc. de composantes scalaires

i v .
I = (.1>, V = <vl>’ etc. sont liés par un endomorphisme f de matrice Z tels que
2

V=Ffl)eV=2I.

Matrice admittance : Y. Sil'on se fixe les variables indépendantes v, et v,, on
obtient de méme un systéme linéaire :

, Ip = Y01 +yia0; iy N
CORY < | ]=Y
Iy = Ya101-+Ya20; iy Uy

- (Y11 Y12
Y =
' Y321 Y22
dont les éléments y;; sont cette fois homogénes & des admittances. -

On constate alors que la résolution du systéme (S) précédent conduit au systéme
(S"). Par conséquent, la matrice Y est Iinverse de la matrice Z.

avec

Z7l=Y ou Y l=2Z.

Matrice hybride : H. Dans cette représentation les variables indépendantes
choisies sont i; et v, et, dans ces conditions :

vy = hy i thyp0, ) iy hyy hyo\ .
<> =H > avec H =
iy = hyyiy+hyyvs 23 U, hay haa
Les éléments /;; de la matrice H ne sont pas tous homogenes a la méme grandeur
physique. Cela justifie le nom « hybride » donné & ces parameétres.

Matrice hybride inverse : G. Ici les variables indépendantes fixées sont v,
et i, et, dans ces conditions :

iy = g1101+9g1202 iy Uy 911 912
<> =G ) avec G = .
U = ga101+0g22l2 D) Iy G321 g2z
On vérifie que G=H™* et H=G'

Matrice de transfert : 4 (de transférance ou de chaine). Les variables indé-
pendantes fixées sont ici les grandeurs de sorties v, et i,.

Uy = a3, 0+ay31; vy Uy aiy a;
L = = A > avec A = .
= Ay Vy+0a331 ly %) azy a3,

Ly

|
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Matrice de transfert inverse : B. Elle est définie par le systéme linéaire
vy = byy03+byaiy 2 vy byy bia
) < | |=B| | avc B=| - .
iy = by1v1+Dbyaiy 2 21 bsy 29
Remarquons ici que le terme « transfert inverse » est impropre en réalité, car la

matrice B ainsi définie n’est pas I'inverse de la matrice A. Cette matrice B est
rarement utilisée en pratique.

11.2 Détermination des paramétres. Pourtrouver rapidement la signification des
paramétres précédemment définis, il suffit de fixer une condition particuliére dans
son équation de définition. Par exemple, si nous désirons connaitre ce que repré-
sente le paramétre /,, nous partirons de I’équation

Iy = hyyiy +hyavs,
dans laquelle nous faisons v, = 0, ce qui correspond physiquement a mettre la sortie
du quadripdle en court-circuit. Il vient alors :

i
hyy =-%, avec v, =0.
B

A

?V, Q V2.0

Fig. 11.2

Le paramétre h,, exprime de ce fait le gain en courant lorsque la sortie est court-
circuitée.
On procéde ainsi pour chacun des parameétres.

11.3 Relations entre les différents paramétres. Les lois élémentaires de 1’électri-
cité permettent d’exprimer chacunes des matrices précédemment définies en fonction
des éléments d’une autre, ce passage d’une matrice 4 I’autre étant nécessaire,
comme nous le verrons plus loin, & la pratique des calculs. Cette correspondance est
résumeée dans le tableau de la page 191. Suivant le sens adopté du courant de sortie i,
il y a lieu de changer le signe de certains éléments des matrices. Chaque fois que i,
entre dans le quadripdle, c’est le signe encerclé qu’il y a lieu de considérer comme
valable.

!y , /3
B A e

R I

FiG. 11.3

A, désigne le déterminant de la matrice k, avec k = Z, ¥, H, G, A4, suivant le cas.
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RS Tip/itp Zig Tig i [Chy 1y ety TTqTig gy | Viz/P0z Tiz)y i, 9= T
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11.4 Les différents modes d’association des quadripéles linéaires. Il existe cing
maniéres simples et distinctes d’associer des quadripdles. Dans chacun des cas, il
est possible d’exprimer les paramétres du quadripdle équivalant 4 I’ensemble par
une opération matricielle élémentaire. Il est supposé que chaque quadripdle
conserve ses propriétés individuelles.

Association « série-série». Ce qui signifie que toutes les entrées et toutes les
sorties des quadripdles constituant cette association sont branchées en série. Nous
raisonnerons sur deux quadripdles @, et Q, seulement.

Jro TS T e s e S o e e e |

L | s —— n &
] I
| *Vn Qj *Vm }
1

V1 : ! ha Alzz : \6
l |
| v o bz |
| |
I Qa |
e e e J

Fic. 114

Dans ce cas, les courants d’entrées sont égaux et il en est de méme pour les
courants de sorties.

Iy =iy =1y, 6}
I, =iy = iy,.
Quant aux tensions d’entrées, elles s’ajoutent :
Vi =v;+05, Vi U1y 2% . .
= = + en notation matricielle .
Vy = 03+, Va Va3 Uz

Si nous désignons par

1 1 2 2
Z11 Z12 Z11 Z12
Zi=\, 1 ot Zy={, 2
221 232 221 Z22
les matrices impédances respectives de chacun des quadripdles constituant cette

association et par Z la matrice impédance du quadripdle Q résultant, il découle
de (1) que

Uy iyq 1,
= Z, =7,
Vay i1 I,
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et que

Comme

Par suite,

Z=2Z,+Z,.

En généralisant ce procédé nous obtenons la régle de calcul suivante :

193

La matrice impédance Z d’une association « série-série» de n quadripdles est
égale d la somme des matrices impédances Z ; de chacun des Q, quadripéles constituant

cette association.

Z= Z Zi'
i=1

i

Association « paralléle-paralléle ». Dans ce cas les bornes d’entrées et les
bornes de sorties sont reliées deux a deux (ou n & »n) conformément a la figure

suivante.

rees T T T o T
Lt & 2 L
o > > £

i?vn Q, ?Vm }

Y ; Y L"22 } v,
| ) ]

} e a, b !

' |

I Q i

e 4

Fic. 11.5
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Alors :
Iy =i +i), v

I
o
WS
o

|

= Vya
I, = iy +i;, Vo =13 = v,,

Un calcul tout a fait analogue au précédent nous conduit a la régle suivante :

La matrice admittance Y d’une association « paralléle-paralléle » de n quadripdles
linéaires est égale a la somme des matrices admittances Y, de chacun des quadripéles.

Y=i;1Yi.

Association « série-paraliéle». Dans ce cas, les entrées sont branchées en série
et les sorties en paralléle.

[ ]
Iy iy & 12
|
{ fvﬁ Q 1 Tvm ) l{
. \ 22
\/1 E [ 2 Il vy
|
: Tvﬂ Q2 ?V”;
l !
| a |
e e e e e e e |
FiG. 11.6

Les lois de 1’électricité nous permettent d’écrire :

Iy =iy =iy, [V = PR
1 { (2){

Vy =15 =0y, I, = iy + 15,

Les paramétres hybrides de chacun des quadriples sont liés aux systémes
d’équations définis plus haut par :

Uy iy I,

. = HL = Hl

Iag Vay V2

Vg2 i1z I,
= Hz . = H2

iz U2z i Va

b
it
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ol H,, H, et H désignent les matrices hybrides respectives 4 chacun des quadripdles
de méme indice :

v I
()=o)
2 VZ
Or, d’aprés (2), cette derniére équation est égale & :
I Dyy V1o Iy I,
H = . + . == Hl + Hz ’
v, I21 122 Va |23
d’oi1 ’on tire la relation :

H = H1+H2.

La matrice hybride H d’une association « série-paralléle » est toujours égale a la
somme des matrices hybrides des quadripbles constituant cette association :

H= ZHi'

i=1

Association « paralléle-série». Dans ce mode de branchement, les entrées sont
en paralléle et les sorties en série.

L

N
L]
L]

=

Fig. 11.7

Une démonstration tout i fait analogue a la précédente montre que, dans ce
cas, il suffit de faire la somme des matrices hybrides inverses .G; de chacun des
quadripdles pour obtenir la matrice G du quadripble Q résultant :

G == Z Gl"
i=1

Association « en cascade » ou « en chaine». Les quadrip0les sont ici placés les
uns 2 la suite des autres suivant la figure 11.8.
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ST T T T e S T
1_1-1 Iy K K hn fan {2
ME] o als] @ | o fu] o | Bt
41 W 1 o 1Y | 2 Vi Vin n 1) v
|
| |
L I
FiG. 11.8
Nous pouvons écrire :
Vi =03 Vyy == Vygy eees Ugy = V3
I, =i Ip1 = I35 ey b2n = I3;

d’ot les égalités de matrices colonnes :

71\ V13 U2y Uya U2n Vs

=\. L )=t )\, )= O

1 5% 231 5% lan I,

Si nous désignons par 4;, 4,, ..., 4,, la matrice de transfert de chaque qua-
_dripdle, nous avons :

Vi Vyy Uz1 . .
= = 4, pour le premier quadripdle,

I, ¥ 121

Uy2 V22 ..
= A4, | pour le second quadripdle,

i1z 122

Uin Uzn v, . o
=4 ) =4 pour le n-iéme quadripdle.
Lin tan 2

En appliquant tour & tour les égalités (1) il vient :

% %
(I‘> = AI.AZ....A,,<l2>- )
2

1
Par ailleurs, le quadripdle Q résultant de cette association en cascade a pour

matrice de transfert A celle définie par 1’équation matricielle

V. V.
()-<(7)
1 I,
En identifiant les équations (2) et (3) nous obtenons :

A. == Al A2A3 --.An.

Ce qui nous conduit & la régle suivante :
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La matrice de transfert A d’une association en cascade de n quadripdles est égale au
produit dans I'ordre des matrices de transfert individuelles A; de chacun des quadri-

poles.

Ce produit n’est pas commutatif et doit &tre effectué dans le méme ordre que
celui dans lequel sont placés les quadripdles.

EXEMPLES
1. On consideére les trois quadripéles suivants :

T =77 [ T T
| Dz it | | e g | ' _liﬁéb 2 L

vl! | TV ’ zel T ! 2 1=

“' l pal ‘42; ! \62 i 3 } ‘4
f i N 5 +
T S T e

Fi1G. 11.9

1° Calculer la matrice de transfert de chacun des quadripdles, en désignant par
Ay, A, et A les matrices de transfert respectives.

2° Montrer que A = A, A, A5.

30 Etablir la matrice impédance Z du quadripéle Q.

40 Vérifier le résultat en utilisant les données du tableau des correspondances entre

les paramétres d’un quadripédle.

Les lois de ’électricité nous permettent d’écrire les relations suivantes :

vy = Uy +Ziy, 1 Z
Q= =4, = (
ill = 0021+ izx O @1

Le signe encerclé correspond au cas ot le courant de sortie du quadripdle est
celui encerclé sur la figure.

vlz = 022+0i22 1 0
QZ = = AZ = )
13 = Vya[2+1i3; 1/z o1
Pour le troisidme quadrip6le, il est plus rapide d’écrire la matrice impédance :
Vi=(Z+Z;,) I, —2312] <Z1+Za c;aZs)
=7 = _
Vo =231, —(Z,+Z5) I, Zy o(Z2+2Z53)

~

-

Y
|

Q=




198 Chapitre 11 .

De la seconde équation on tire

Vy . ZZ+Z3 I,

= —==g

Zy ~  Zs

qui remplacée dans la premiére donne :
Zy+Zy v, 52122'*‘23(21 +Z5) I

Vl =
3 Z3

La matrice de transfert cherchée peut de ce fait s’écrire :
4 ((21/Za+1) &Z,2,5|Z5+Z, ‘*’Zz))
1/Z4 &(Z,/Z5+1)

En observant ce troisiéme quadrip6le, nous constatons qu’il est constitué par une
association en cascade de trois quadripbles elementalres du méme type que les
quadripdles O, et O, :

n I "} [T ! {' ““““““““ 1 g
I A
| B N ©
ho || | | %

P I
o P! | | !
L e e e e s e [ T T b e J
Q‘ 02 03

Fia. 11.10

Les résultats précédemment établis permettent d’écrire la matrice de transfert de
chacun des quadripdles élémentaires en remplagant Z par Z; pour le premier dans
A, , Z par Z5 dans le second pour 4, et Z par Z, dans le premier pour 4. La régle
de calcul valable dans le cas d’une association en cascade implique alors que

A == A1 Az A3 .
Effectuons dans I’ordre ce produit matriciel :
1 ZN /1 0\ /1 Z,
=l VDo )
0 1/ \1/Z, 1/ \0 1
, <'1+zl/z3 zl> (1 zz> <1+zl/z3 zl+zz+zlzz/zs>
1/Z, i/ o 1/ \yz Zo)Z5+1

Ce qui vérifie bien le résultat déja trouvé plus haut.
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Nous avons déja déterminé la matrice impédance Z du quadripble Q & partir des
lois de ’électricité.

Vérifion$ ce résultat a I’aide du tableau des correspondances entre les différents
parameétres.

Nous avions :

Z\+Z; —Z,
Z = ) pour Q.
Zy —(Z,+2Zy)

Le tableau des relations entre les paramétres nous donne

Zyy = ZI+Z3
z11/221 —4iza, . Zy1 = Zs
A= avec icl 2y, = —Z,
1 —_
[224 Z32Z21 Zyy = — (Zy+Zs)

et .
4, = 25— (Z\+Z3) (Zy+2y) = — 2,2, ~Z,Z5— 2, Z5.

De telle sorte que

z11/221 = (Z1+Z3)[Z5; =402y = Z\+Zy+Z1Z,[Z4
1)z, = 1/Z5; —233/251 = (Z,+2Z3)|Z5,

d’ot la matrice de transfert 4 cherchée :
y <(Z1 +2Z3)]Z; Z1+Zz+Z1Zz/za>
1/Z, (Z,+Z5)|Z,

qui correspond bien au résultat déja trouvé et valable dans le cas oli I, a le sens posi-
tif, c’est-a-dire sortant du quadripdle.

2. On considére le quadripéle Q suivant, supposé linéaire et travaillant en régime
Sinusoidal -

- Frgc. 11.11
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10 Calculer la matrice de transfert A de ce quadripdle Q.

2° En déduire I'impédance d’entrée Z, de Q.

3° Dans le cas particulier ot Z, =Z,=jLw et LCw* =1 calculer A et Z,.
Justifier physiquement la valeur ainsi trouvée de Z,.

1° Nous voyons dés le départ que le quadripble O est constitué par une associa-
tion en cascade de trois quadripdles élémentaires. Il nous faut donc déterminer les
matrices de transfert de chacun d’eux. La premiére et la derniére ont déja été
calculées dans I’exercice précédent.

. e

) - X 1 0
~o-(l )
i jCo 1

*C

Fie. 11.12

Pour trouver la matrice de transfert du transformateur, supposé parfait, il suffit de
remarquer que :

. M 3
iy V2N ia
D ————X

3 v, = Z, i, — Moi,
Y 2y 4, Y2 .
02 =JMCOi1 ""Zziz

—_—

FiG. 11.13

d’ou la matrice impédance Z du transformateur :

()=
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Z - < Z1 -jMCl)) .
En appliquant les données du tableau des relations entre les paramétres, on cal-
cule directement la matrice de transfert A, du transformateur :

1 <z1 (Z,Z,+M? w2)>

avec

4, =

La matrice de transfert 4 du quadripble Q complet s’écrit donc
A=A4,4,4;,

c’est-a-dire :

A= 1'<1 R)(Z1 ZIZZ—{-Mza)Z)(l 0)'
Mo\g 1) \1 Z, iCo 1

En effectuant ce produit matriciel il ‘vient :
4o L (R+z1 +iCa(Z, Z,+M* 0*+RZ,)  Z,Z,+M? w2+RZZ>
Mo 1+jCwZ, Z,
Le systéme linéaire associé & la matrice 4 étant de la forme
{Vl =ay,,V,+ a1,
Iy = ayVo+azl,
P’impédance d’entrée Z, est égale & V, /I, = a,,/a,, = Z,, puisque I, = 0. Soit
_ Z1+R+(lez+M2a)2+RZZ)jCa)_

Z, ,
14+jCwZ,

30 Si Z, = Z, = jLw la matrice 4 précédente s’écrit :

p 1<R+jLa)+ij(—L2cu2+M2w2+jLRcu):‘ Mzcoz——szz—l—jLRw)
Mw 1—LCw? jLw
De plus,

_ R+jLo+jCo(—I o*+M* w*+jLRw)

z 2
1-LCw

e

etsienfin LCw®? =1, Z,= 0.
Ce résultat est physiquement justifié puisque le circuit secondaire est dans ce cas
accordé et I'impédance rapportée au primaire est infinie.
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3. On considére le circuit linéaire suivant, ot G représente un amplificateur.
Calculer le rapport V,/V,, appelé gain en tension du quadripdle.

—F }—

N

FiG. 11.14

L. Z11 Z12
On désignera par Z =

Z3 Z32

la matrice impédance de ’amplificateur G considéré seul.
D’aprés le sens des courants adopté, nous pouvons établir les équations sui-
vantes :
I, =0; V, =V, —Riy; O0=i,+iy=>i, = —ij.

La matrice Z donnée est associée au systéme linéaire

Z11 vy
Vi = zyi{+2z1 . z Val
1 11 1 12°%2 =i, = 21 2
_ . . z z
Vy = 25101+ 2250 1 12
221 Za2
Posons A= Det Z=z,,2,,—2,2y.
L’intensité i, est donc égale a
i, = zy 1 Vo—2z Vg
2 — .
4
Or, d’apreés les équations précédentes nous pouvons aussi écrire que
V, = V,+Ri,, puisque i, = —i;, c’est-a-dire
> V]_ ha Vz
12 == ——
R

Egalons ces deux expressions de i, :

Vw=V, _zuVy—z, Vi - Va _A4+Rzy,

R 4 ¥, A+Rzq,

Ce rapport est appelé « gain avec contre réaction ».
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11 est parfois utile d’exprimer ce gain avec contre réaction en fonction du gain G
de Pamplificateur considéré seul. C’est-a-dire :

Uy = Zyyli+ 25,0
Uy = Zp3ly+Zyl,°

et comme dans ce cas i; =0, ona G =uv,/v; = z,,/2y;.

I L

Y Ve

Fic. 11.15

V.
Si nous mettons z,, et z;, en facteur dans le rapport "V~2 précédent, nous pouvons
1
mettre G en évidence et écrire :
Va _ z5,(4/z;,+R) —G ARz, +1
Vi  z11(4)z4;,+R) 4[Rzyy+1

Ce qui correspond au gain du montage proposé avec contre-réaction exprime en
fonction du gain G sans contre-réaction.

11.5 Six exercices

Exercice 1. On considére un quadripble Q passif linéaire et symétrique. On
désigne par « impédance caractéristique », notée Z,., une impédance particuliére qui
branchée a sa sortie rend son impédance d’entrée égale @ Z,..

Montrer que I’'impédance caractéristique d’un tel quadripéle est valeur propre de
la matrice impédance de ce quadripéle.

Solution proposée. La définition de 'impédance caractéristique nous conduit
vers la figure suivante :

I |
| |
| i
| T
TV1 Ze m— | o} Ve Tvz

! ! L]
|

\ |
| !

Fig. 11.16
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Désignons par :

la matrice de transfert du quadripdle Q considéré seul, et par

1 0
(s,
1)z, 1

celle de sa charge Z,.
Etant donné que le quadripble résultant Qr est constitué par une association en
cascade, la matrice de transfert de I’ensemble est égale 4

ay+ag,|Z, P
AT = AAC = *
az1+a5,/Z, Ay

Ce qui correspond au systéme linéaire suivant :

) le = (a11+a12/Z) V, + a5 1,
Iy, = (a31+0a5,/Z) Vo + ay,1,.

Etant donné que le courant de sortie /, est nul, I’impédance d’entrée du qua-
dripdle s’obtient par le rapport

Ze = —-Iil- = —————————allzC+a12 = Zc.
Iy

ay1Z.+az;

Ce qui nous conduit au trindme du second degré en Z, :
Ziay + Z.(az,—ay,) —a;; =0 (n

dont la solution positive est par définition I’'impédance caractéristique cherchée.

Calculons maintenant la matrice impédance, notée Z, du quadripéle Q. Le tableau
des relations entre les paramétres d’un quadripdle nous donne directement

<a11/a21 —d,/a;y;

» ), avec 4, = Det A = a,,a,,—a,,a,;.
1/ay, —aj3/az,
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Cherchons les valeurs propres, notées A, de cette matrice Z. Il vient :

aj /az—4  —4d,lay,

Det(Z— il) = = P()),

Yay, —@yylay—4

ol P représente le polynéme caractéristique de la matrice Z.
Les valeurs propres cherchées sont les racines de [’équation caractéristique
P(A)=0.

Or,
P(A)=<@—1><—9—Zl—z>+ 4o
az3 a1 azy431

(@11—a21 ) (—az,—a, A+ 4,=0,

d’ou

c’est-a-dire :
021'12 +(az;—ay)) A—a;, =0. @

En comparant les équations (1) et (2), on constate qu’elles ont mémes racines.
Par conséquent, pour déterminer les impédances caractéristiques d’un quadripdle
linéaire passif et symétrique, il suffit de calculer les valeurs propres de sa matrice
impédance. ‘

L’équation (2) posséde bien entendu deux racines, mais il faudra rejeter la
racine négative car physiquement Z_ > 0 et, de ce fait, seule la racine positive a un
sens.

Exercice 2. En appliquant les résultats de I’exercice précédent, calculer I'impé-
dance caraciéristique des deux quadripdles linéaires de la figure 11.17.

Z
M 1 .
T X
22 27
Qp

Fic. 11.17

Solution proposée. Nous avons déja établi dans I’exemple 1 dun®11.4 Ja matrice
impédance du premier quadripdle Q. 1l suffit donc de faire Z;, =Z[2 et Z3 =z
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dans ce résultat pour écrire directement la matrice cherchée :
Z2+z) -z
ZT = ( )'
z —(Z]2+2)
Calculons les valeurs propres de cette matrice :
Zj2+z—4 -z
z —(Z[2+2z)—2
PRy =1 —(Z[2)-Zz=0

Det(Zy—Al) = P(1) =

dont la racine positive est

A= JZI)+Zz = Z 4

Ce qui correspond bien a I’impédance caractéristique, notée Z., d’un qua-
dripdle «en T symétrique». Si on pose Zz=2P et Z/z= 0, nous pouvons
également écrire

Zg =P JL1+0Q/4.

Dans le cas dusecond quadripdle O, proposé il nous faut établir pour commencer
sa matrice impédance. Connaissant les matrices de transfert des impédances consti-
tuant Qp nous écrirons sa matrice de transfert globale :

Au=< 1 O) <1 Z>( 1 0>.
12z 1/ \0 1/ \1j2z 1

Si nous posons pour simplifier I’écriture 2z = 1/y, ce produit matriciel effectué
dans ’ordre est égal a :

< 1+Zy Z ) <a i1 a, 2)
H _ = .
y2Z+2y 1+Zy a21 a22

Le tableau des relations entre les paramétres donne :

a,,/a —4,/a
Zy = < 1 i >, avec 4, = (1+2Zy)* — Z(*Z+2y) = 1;

1/azy — 35[0z,
par suite :
14+yZ 1
y2Z4+2y Y Z+42y o —p
ZH ko=l == .
1 14yZ <ﬁ ___a>

y2Z+2y B y:2Z42y
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Pour simplifier la notation, posons les éléments respectifs de cette matrice Zp
égaux & o et . Calculons les racines du polyndme caractéristique ainsi simplifié :

ao—i —f
P() = Det(Zy—Al) =

—0 A

t = @2 (-a=H+F* =0,

soit
P =R—oa*+p* =0 = A= +./a"—p,

c’est-a-dire

1+yZ
"= Py
Y VA
T I i Rt
- y(Z+2)
y2Z+2y

De telle sorte que
2
Zéu=+/1=\/ Z = (ZZ)Z s
y(yZ+2) zZ+Z%]4
puisque y = 1/2z et enfin :

Zz Zz

Zn — ="

Japrize L

Ce qui correspond & I’impédance caractéristique d’un quadrip6le «en IT » symé-
trique.

Exercice 3. On considére le circuit passif linéaire de la figure 11.18 travaillant en
régime sinusoidal établi.

Zy .
2 ¥
= LAY
A
vy [] Zs Vy
% X

Fic. 11.18

10 Calculer la matrice de transfert A de ce quadripdle.
20 Dans le cas particulier ot Z, = Z,, calculer les valeurs propres ; de I’endo-
morphisme f associée & la matrice impédance Z du quadripéle.
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. 39 Trouver une matrice diagonale Z' semblable a Z.

4° Montrer que 1; est égale a I'impédance d’entrée Z, du quadripéle lorsque ce
dernier est chargé a la sortie par une impédance égale a Z,.

50 Z, est constituée par une résistance R et Z, par une simple capacité C. Dans ces
conditions, on associe en cascade trois quadripéles identiques ainsi constitués.
Calculer la matrice de transfert A4 de cette association.

6° Déduire de la matrice A4 la pulsation particuliére w, pour laguelle, en régime
sinusoidal, la tension de sortie est en opposition de phase avec la tension d’éntrée.

Solution proposée. 1° Le quadripdle est constitué par une association én cas-
cade de deux quadripdles élémentaires dont les matrices de transfert respectives ont
déja été calculées.

Par conséquent :

<1 zl> ( 1 0) <1+z1/z2 zl>
A = . — .
0 1 1/Z, 1 1/Z, 1
2° Sion fait Z, = Z, = Z, alors
2 Z ayyfazy  —4glay 2 -1
1z 1 1/asy —ay,/a;y 1 -1
A,=2~1=1. Les valeurs propres 4; de [ liée & Z se déduisent de P()=
Det(Z — AI)=0 c’est-a-dire :

QzZ-3) -2z
Z —(Z+4)

Det(Z —I) = = A*~Zl-Z*=0.

Les valeurs propres étant les racines du polyndme caractéristique, nous obtenons

u-z(1E5),

2

30 Ces valeurs propres sont distinctes, par conséquent, les vecteurs propres sont
linéairement indépendants et, de ce fait, Z est diagonalisable, et
VA _
5 (1+/5) 0
Z = .
7z -
0 S a=5) /

40 Calculons 'impédance d’entrée du quadripdle lorsqu’il est chargé par Z,.
Pour cela, cherchons la matrice de transfert 4, du quadrip6le chargé. Soit

R (.1 0 <2+Z/Ze z
‘—<1/z 1) 12, 1>_ 1/Z+1/Z, 1)



Applications du calcul matriciel aux quadripéles électriques 209

A, est associée au systéme linéaire :

v, = (2+Z|Z,) vy +Zi)
il = (1/Z+1/Ze) U/2+l,2,

dans lequel le courant de sortie est nul : i; =0

Zy

X

v

X |

Xt

Fig. 11.19

Par suite, I’impédance d’entrée Z, cherchée s’écrit :

vy _ 2+Z[Z,

i, 1z+1z,

e

c’est-a-dire :

%’H =.2+—Z— = 22-722,~7* = 0.

e

En comparant ce trindme au polynéme caractéristique P précédent nous,
voyons qu’ils ont mémes racines, et A; = Z,. Cette impédance d’entrée particu-
liére ‘est appelée «impédance itérative» du quadripdle et peut se calculer en
cherchant les valeurs propres de la matrice impédance du quadripdle seul :

Z,=4i= Z<L+2—\/§> = Zjerative -

Physiquement, la détermination négative de A; doit bien entendu étre rejetée.
50 Z, = RetZ, = 1/jCw, la matrice de transfert du quadripdle s’écrit, si I’on pose
RCo=x: '

<1 +jRCw R) <1 +jx R>
A == mm
iCo 1 iCw 1

(1+jx)*+jx  R@+jx\ /1+jx R
A3=A3=(A.A).A=( i > )
\jCw(2+jx) 1+jx iCw 1




210 : Chapitre 11

A = ((1—5x2)+j(6x—x3) R(3——x2+4jx))
=
jCw(3—x*+4jx) (1—x*+3jx)

T T 1
R !
Iy l R '—-'5—1 i Iz

1 2 v

i l_J ] A
| i
|

Voo o C == C c | V2

! ]
' ]

A 1 T Zal
| |
| |
} ]
e e e e e e e e e e e o e e . st e e . e . . . e e i -4

Fic. 11.20

Cette matrice 44 vérifie I’équation :

| V,
()= ()
Il I2
et puisque I, = 0, le rapport
v, 1 1

Vi a;;  (1=5x%)+j(6x—x%

représente la fonction de transfert du circuit dont le module |V,/¥;| représente
I’atténuation
v,

Vi

1 1
JU=5x2 + (6x—x)F /X 13x*+26x2+1

6° Pour que la tension de sortie ¥, soit en opposition phase avec la tension
d’entrée ¥, il faut que Im(V,/V;) =0, ce qui implique : (6 x—x>) =0, c’est-a-dire

xO == \/B
qui est la seule valeur physiquement possible.

Dans ces conditions, ’atténuation de la cellule devient :
L, L

= — si .
29 RC

Va
— (X
I/1( 0)

Ce qui signifie que la tension de sortie est 29 fois inférieure 2 la tension d’entrée
lorsque le déphasage apporté par la cellule est 7.

“op
i
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Cette propriété est utilisée en électronique pour réaliser des oscillateurs sinusoi-
daux. La cellule précédente est alors désignée sous le nom de « cellule phase shift ».
Toutefois, pour des raisons technologiques on préfére souvent utiliser la disposi-
tion inverse des éléments de la cellule; c’est-a-dire : Z; = 1/jCw et Z, = R. Nous
laissons aux soins du lecteur d’effectuer les mémes calculs dans le cas d’une
« cellule phase shift » du type inverse.

Nous indiquons simplement que dans le cas général I’élément «,, de la matrice
de transfert 43 d’une cellule « phase shift » est égal a:

1V 1

ay Vi (ZZo) + 5(Z1Z2) + 6(Z,)Z) + 1

de telle sorte que, si nous posons Z,/Z, = K, il vient :
a;; = K*4+5K*+ 6K +1,

valable pour tout nombre complexe K.

Exercice 4. On considére le circuit linéaire de la figure 11.21 appelé « cellule de
Wien» en régime sinusoidal. '

Fre. 11.21

10 Calculer la matrice de transfert A, de ce quadripéle Q,.

2° On fait Ry=R,=R et C,=C,=C. Représenter dans le plan complexe
Pensemble des points P, images du nombre complexe v,,/v,, lorsque la pulsation w
de la source d’entrée prend toutes les valeurs physiquement possibles. En déduire les
variations du déphasage @ entre les tensions d’entrée et sortie du quadripile.

3% On considére un second quadripéle Q, conforme a la figure 11.22. Trouver les
conditions physiquement réalisables pour que la tension de sortie V, de I'association
imposée ci-dessous (Fig. 11.23) des quadripdles Q. et Q. soit nulle.
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Fic. 11.22

I I

x
x

x

Q,

x

Fic. 11.23

Ce dernier montage est connu sous le nom de pont de Wien.

1° 11 s’agit-1a d’une association en cascade de quatre quadripdles élémentaires et
nous pourrions calculer 4, en effectuant le produit matriciel dans 1’ordre de chacun
des quadripbles élémentaires. Toutefois, nous avons calculé dans I’exercice précé-
dent la matrice 4 d’une structure en L et il est peut étre plus rapide de remplacer
Z, et Z, par leurs valeurs respectives. En effet, nous avions

f] i?
- O »

P X

Xt
Xt

Fic. 11.24




Applications du calcul matriciel aux quadripéles électriques 213

avec, dans ce cas :

" et ZZ=—— RZ

Zl =R1+ RS —
iCio 14+jR,C,

d’ou la matrice A4; cherchée :

1+(1+jR1C1a)) (I1+jR;C,w) 1+jR; C,

R, Ciw iCio
A= 1+jR, C,w 1
R,

20 Si les résistances et les capacités sont deux 4 deux identiques, la matrice
précédente s’écrit, si x = RCw :

. , 1
3+j(x—1/x) —+R
jCw
Al = 1
-+ jCw 1
R

Comme i,; =0 la fonction de transfert de la cellule de Wien considerée seule a
pour expression :

vy _ 1 _ 1
U1y 4y 3+j(x—1/x)

J

Pour trouver I’équation de la courbe I' que forme dans le plan complexe

I’ensemble des points P images de v,,/v,{, posons & = (x—1/x) et considérons le
rapport inverse :

011/va; = 3+jh,

dont la représentation dans le plan complexe est immédiate. En effet, si nous
désignons par M les points images de v;,/v,;, ces derniers sont situés sur la droite
verticale 4 qui coupe 1’axe des réels en (3,0).

Sachant que I’inverse d’une droite de ce type dans le plan complexe est un cercle
centré sur I’axe des réels, tangent & 1’origine et de diamétre 1/3, nous obtenons trés
simplement la courbe I" cherchée. Précisons I’intervalle de variation de la variable
.

Si we[0, + o] alors xe[0, + o], ouencore he]— oo, + oof
et dans ces conditions P e I', dont I’équation est

Y*4+X*—X[3=0, cest-adire Y?+(X—1/6)% = 1/36
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ce qui correspond bien & un cercle I' de rayon 1/6 centré sur X, = 1/6; avec

3 —h

X = et Y= ——
9+h° 9+h?

Lorsque o varie de 0 & + oo les points P et M se déplacent respectivement sur
les courbes I' et A suivant le sens des fléches.

Doy 1

B \/.9+(x——1w

)

OP =

Uyq

YA

x¥

Fic. 11.25

En interprétant le déplacement du point P sur I" en fonction de x (ou w) nous
pouvons déduire directement et sans calculs les courbes représentatives de |v,/vy4];
c’est-a-dire des variations de la longueur du vecteur OP et celle du déphasage ¢
entre les tensions d’entrée et de sortie du quadripdle. -
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var| _ 13-V
“’\,”[-[9+(x~:\,—)] i

14

x=RCw

Fic. 11.26

30 La matrice de transfert 4, du quadripble Q. est égale & :

1+R/R, R1>
A, = .
2 ( 1R, . 1 < 0,

215

Pour ramener P’association imposée vers une des formes connues il est nécessaire
d’introduire un quadripéle « inverseur » Q5 dont la matrice de transfert est immé-

diate :

Fic. 11.27
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Remarquons en passant que (5 a pour matrice de transfert la matrice unité /
changée de signe. Désignons alors par Q) le quadripdle suivant :

o e .
]
i
! Q, Os i
x———-——T-—— -———-}»—-——-——x
]
i , :
. S J
FiG. 11.28
dont la matrice de transfert est A3 = A, 43 = —A4,.

~L’association demandée peut maintenant étre représentée par la figure 11.29.

I I

Qs

Fic. 11.29

Ce qui correspond 4 une association du type « paralléle-série » dont la matrice
hybride inverse G est égale & la somme des matrices hybrides G, individuelles. Soit

Gr = G, +Gj.

1l reste maintenant & calculer G, et G5. Pour cela, rappelons que, d’aprés le
tableau des relations entre les parameétres :

aay/ay 4,lay, iy Uy
G = ( et =G| ].
l/ay, “{112/011 Uz Iz
Ce qui nous donne les matrices cherchées en adaptant ces matrices aux éléments
de A, et 4;.

1/R+jCo 1
34+j(x—1/x) 34+jlx—1/x)
L= . avecici 4,=1.
1 — (R+1/jCw)

34jx—1/x) = 3+j(x—1/x)
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De méme :
1 —R,
G R1+R2 R1 +R2 RZ <1/R2 —1 >
2 "‘Rz —.Rle -Rl +R2 —1 _-Rl
R+ R, R+ R,
et enfin
1/R+jCw 1 1 R
G 3+j(x~'1/x) Rl +R2 3+j(x~—l/x) -Rl +.R2
T 1 R, —R,R, R+1[jCw

3+j(x—1/x) Ri+R, R +R, 3+j(x— 1/%)

d’ol le systéme linéaire associé & cette matrice :

{11 =g Vi+g:.1, <g11 912)
avec Gy = .

Va = g2 Vi+g2.1, 921 922
Comme I, = 0 la condition qui rend ¥, nulle est :
1 R
g21=0 2 ’

= et - =
3+j(x—1/x) R;+R,
c’est-a-dire Re(g,;) =0 et Im(g,,)=0.

_’C___l_/_{_:z:o x=1,s0it| w = 1/RC
9+ (x—1/x) _
= et
3 - R:  _o R, =1,soit R, = 2R,
9+(x—1/x)" Ri+R, R+R, 3

Ce qui signifie physiquement que si la pulsation w de la source de tension V;
d’entrée est égale a 1/RC et si R, =2R,, alors la tension de sortie ¥V, est nulle.
Cette association de quadripbles correspond en fait au montage suivant ot nous
reconnaissons bien entendu le circuit traditionnel appelé « pont de Wien » dont les
propriétés précédentes sont utilisées en pratique pour réaliser des oscillateurs, des
distortiometres, des mesures de capacité, etc.

FiG. 11.30
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Exercice 5. On considére le circuit dit « en double T », constitué par des compo-
sants linéaires, attaqué en régime sinusoidal établi (Fig. 11.31).

272, 272 I

)

x

Fic. 11.31

19 Déterminer, en utilisant le calcul matriciel, le rapport V[V .

20 Application : Si Z, = 1/jCw et Z, = R|2 tracer dans le plan complexe la courbe
I sur laquelle sont situés les points P images du nombre complexe V,|V, lorsque la
pulsation w de la source d’entrée prend toutes les valeurs physiquement possibles.

30 Calculer I'impédance d’entrée Z, du montage, c’est-d-dire celle que voit la
source de tension V.

Solution proposée. 1° Il s’agit 12 d’une association du type « paralléle-paral-
1¢le » de deux quadripdles élémentaires « en T'». Il est de ce fait possible de calculer
la matrice admittance ¥ du «double T'» en faisant la somme des matrices admit-
tances individuelles. Nous avons déja déterminé la matrice impédance d*un quadri-

pole en T.
Soit :
4 Z
' Zl+Z2 '—Zz
22 <~ Zl =
Z, —(Z,+2Z5)
222 2Z 7 +4Z, —Z.2
Z/ <> Zz =J 2
1/2:
Z.2 __21 +4Z,
2
Frc. 11.32

Pour connaitre les matrices admittances respectives il suffit de calculer les matrices
inverses de Z, et de Z,. ‘
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En appliquant la régle de calcul de I'inverse d’une matrice d’ordre 2, il vient:
vient :

Y1=211—-<—(Z1+Z2) Z2 ) avec A, = — Z,(Zy+22,)
1

—Z, Z\+Z,
Z,+4Z
) _._1_.5_2 Z2
Y, = o , avec 4, = —2Z,(Z,+4+2Z,)
2
—z.p Zl—+~2'le2

En désignant par Y= Y, + Y, la matrice admittance du « double T'» cherchée
telle que
Y11 Y12 I Vi
Y B <> = Y
Y21 Va2 I, V,

I | L 4 L
, .
]

3

] Q|
Fig. 11.33
avec
Yo = Z,+Z, N Z,+4Z,  4Z,Z,+(Z,+2Z,)° -
W Z(Z,+22))  4Z,(Z,+2Z,)  AZ,Z,(Z,+2Z,) 22
z A 234472
y21 = 2 ! = L 2 —'ylz.

+ e =
Z(Z,+2Z,) 4Z,(Z,+2Z,) 4Z,Z,(Z,+2Z,)

Comme I, =0, I’équation [, =y,; V;+y,, V>, =0 nous donne la transmittance
(ou fonction de transfert) :

v, Y2 Z}+4Z73

Vi va2 AZ,Z,+(Z,+2Z,)

QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 1 5
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20 Si Z, est constituée par une capacité C et Z, par une résistance pure égale a
R/2 le rapport précédent est égal a :

V. RCo’-1 1
Vi R*C*w*—-1-4jRCo . 4RCw
1-j—— 2
R C*w*—1

Posons RCw = x :

Va 1
oot
(1/x~x)

Pour situer I’ensemble des points Pimages de V,/V; en fonction de w, effectuonsle
changement de variable réelle

_ 4 —4x
Ijx—x x*—1

Comme we[0, +o[, xe[0, +of et he]—o0, +o], toutefois pour x =1,
h présente une discontinuité et la courbe représentative de la fonction / s’obtient
rapidement :

2
B(x) = 4T
(1-x%)
- Cette dérivée est positive pour tout x.
x l 0 1/2 1 2 + o0

h‘O S 83 g +oo“-—oo S =83 0

hi ‘

0|
x¥

Fic. 11.34
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Ces résultats nous serviront a la détermination du sens de déplacement du point
P sur I en fonction de .
v, 1 v, . , .
% = - = — = ]4jh dont la courbe représentative dans le plan complexe
Vy  1+ijh v,
est une droite 4 paralléle & 1’axe imaginaire. Par conséquent I' est un cercle.
Pour le montrer €crivons :

Vo 1-jh 1 . —h

= = = X+j7,
vV, 14+h* 14k J1+h2 !

ol X et Y sont réels. Identifions X = 1/(1+A*) et ¥ = —h/(1+h*), donc Y/X = —h.
Remplagons cette valeur de /2 dans X ou Y; il vient : ’ '

X = — = X247V X =0,
1+ (Y]X)? -

ce qui correspond a I’équation de la courbe I' cherchée dans le plan complexe, et
nous reconnaissons bien la ’équation d’un cercle car on peut également écrire :

Ix*4v-x=0=| Y*4+(X-1/2* = 1/4 |C.QF.D.

La représentation de ce cercle ne pose aucun probléme, seule la détermination des
valeurs de w correspondant 4 chaque point P de I' nécessite un peu de réflexion et
la courbe de /4 précédemment tracée nous aidera 4 obtenir la courbe I' cherchée qui
est conforme 4 la figure 10.35.

wye = 1/RC

Le sens des fleches indique le sens du déplacement des points P de I' et M de 4

en fonction de w.
I est la courbe sur laquelle se déplacent les points P images de V,/V;.
4 est la droite sur laquelle se déplacent les points M images de V,/V,.

30 Pour connaitre I'impédance d’entrée du montage il suffit de calculer le
rapport

Ze = Vl/Il .
La premiére ligne de la matrice impédance correspond a 1’équation
Vi=zy 1) +2,1,

et comme I, =0 nous obtenons directement : Z,=z;,. Il est donc possible en
inversant la matrice Y de calculer z,,. Soit :

Y=<Y11 J’12> -yl o }_< Va2 —J’u)'
V21 Y2z 4y —Yai Y11
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+ oo pour W =w,~€

o
4/3 ¢+ J
1 fg ,,/’/
r
W = 20, 1
2/3 1 - M, pour w=-5w,
Wy € T w=0+€
T
w =W, W= w=0
s
N X
) =00

My pour w=2w,

Fic. 11.35 ~ 00 pour W=u)+€

avec Ay =yi1 Vi~ Vi2Ya1 = y2,—y3, ici; c’est-d-dire en fonction des valeurs
précédemment calculées :
[4Z}+Z3 —T[4Z,2, + (Z,+2Z,)'] 1

4y 5 .
[4Z,Z,(Z,+22Z,)] ‘ Z,Z,

Par conséquent :

— Y22 Yi2
Z = lez
Yar  — Vi
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et

Vi= —Z,Z,y:,11+Z,2,y4,1,5, avec zyy = — Z1Z; 1,
d’ou -

Zy=—21Z3yy, =2:Z3y4;-

L’impédance d’entrée du montage en « double T'» est égale &

7 Y27z, + (Z,+2Z,)
‘ 4(Z1+2Z,)

Dans le cas particulier de notre application :

1 143
42,2, = 2. (2,422 = R+ = LT
jCow jCw jCw
c c
———
L R R o

— 3

ch g,,,z

FiG. 11.36

et 'impédance d’entrée aprés calculs s’écrit :

Z _5(3+x2__j 3x2+1)
Ca\l+x® T x(1+xP)

dont le module est

R \/x4+14x2+1

|Zel =
4 x* (1 +x%)

et ’argument

3x%+1

@ = Arctg — ————.
x(x*+3)
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Remarquons que si @ =1/RC, x =1, le module de 'impédance d’entrée est '
égal & R//2 et ’argument est de —n/4.

Exercice 6. On considére un transistor branché en « émeiteur commun » dont les

caractéristiques sont connues par les éléments h;; de sa matrice hybride H et fournies
par le constructeur.

I

-
X
¥

, .
R Vs
Ve

FiG. 11.37

On suppose que le transistor T travaille en basse fréquence et régime linéaire.
On désignera par : '
R la résistance de charge du transistor ;
p la résistance interne du générateur délivrant un signal sinusoidal d’ampli-
tude V,.
Déterminer, @ I’aide du calcul matriciel :
10 le gain composite noté g,. =V |V,;
2° le gain en tension du transistor g, = Vfv,;
30 le gain en puissance g,;
40 |a résistance de sortie Z;
50 la résistance d’entrée Z,.

Solution proposée. 1° Le circuit & étudier correspond a une association en
cascade de trois quadripdles linéaires Q,, Q,, Q3.

o

X

o]
w

|
|
1
|
|
|
|
1
E
|
{
|
|
L

I
|

Fia. 11.38
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Pour obtenir le systéme d’équations linéaires lié a ce circuit il nous faut utiliser
les matrices de transfert. Nous avons :
71 p 1 0
pour Q; = A4, = 5 pour Q3 = A; =
0 1 1/R 1

Quant au transistor, il est nécessaire de rechercher sa matrice de transfert A4,
4 partir de sa matrice H. Compte tenu du sens du courant I, nous obtenons :

hyy hy, 1 [4a hiy
H s = Az = - pour QZ
h21 hzz h’21 hzz 1

avec 4, =Det H=hy, h,,—h;,h,, et la matrice de transfert 4 du circuit complet
s’écrit :

A=A, A, A,
c’est-a-dire, apres avoir effectué ce triple produit matriciel dans ’ordre :
A= — 1 <An+ﬂh22 + (hyy+p)R - hyy +P> _ (‘111 au)
hyy hy,+1/R 1 a,,  as,

et

<Ve Vs Ve = alle—*'alZIs
)-4()-
Ie Is Ie = a21Vs + GZZIS

Comme ici I; = 0 la premiére équation du systéme précédent donne directement
P’amplification en tension composite :

¢y

—hyy
4y +phay+(hy +p)/R

Gve = s/Ve = 1/all =

ce qui peut étre mis sous la forme usuelle :

_ —hyq
(hi1+p) (hay+1/R) — by hyy

ng

Pour calculer le gain g, propre au transistor il suffit de considérer le circuit
suivant : I | I.

<

) Fic. 11.39
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La matrice de transfert 4" de ce quadripble équivalent Q' est donnée par
A’ = A, A4 ; c’est-a-dire, en tenant compte du sens des courants, '

4 = ~_1—_<Alx h11> < 1 0) _ 1 (Ah“*‘hu/R h11>
haa\hy, 1/ \R 1 has \hyy+1/R 1
et v, = ayy V+ai, I, nous conduit, puisque I, =0, vers
—hyy

v = Vifv. = 1/a}; = ——=—,
g / a3 A +h, R

soit

_ —Rh,,
R(hyyhyz—hyzhyy) + hyy

9.

3° Pour le gain en puissance g, =g, ¢;, il est nécessaire de connaitre le gain en
courant g; = [,/I; du transistor. La deuxiéme équation liée a la matrice A4’, soit
I, = ay, Vi+ab, I, dans laquelle il est possible de remplacer V; par RI, et I, par 0
permet d’obtenir : I; = a3, Rl,, donc

I_z b _ hy,
et
g = i R
! (R4;+hyy) (1+Rhy,)
ou encore

2
h21

" (hyyhay—hizhyy) (L4 Rhgg) + by (1R +hy5)

9p

40 La résistance de sortie est définie par Z; = V,/I,, c’est-a-dire celle que verrait
un générateur branché a la sortie lorsque ’entrée est fermée sur la résistance p
du générateur d’entrée (Fig. 10.40). .

|
L=0 I I | Zs 7T
—-D—I —-——Q—P !
D F ranststor]

t
t
Q, !
|
I

o~
t
N
i
¢
! ___L
(5N

5 Fi1G. 11.40
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Nous avons dans ce cas une matrice de transfert 4" définie par

& = 44, =( 1 0) (Ah h11>(—-1) _ :_1<A 4, hyy )r
Up 1/ \hyy 1/ hax " Mo \dyfp+hy,  hyyfp+1/°
ve I/; "
<1)=A"<]> = Z, = % puisque I, = 0,
e 2 aZl

7 = hyy+p
haa(p+hyy) — hyzhyy

soit

11 est possible d’obtenir ce méme résultat & partir de la matrice impédance Z"”
correspondant & 4" :

" "
1 /a1 4, a; hy+
"o, , __ Y22 __ 11Tp
e\ )T T T
az1\ 1 as, azy ntphzz
ce qui conduit bien au méme résultat.

50 La résistance d’entrée Z, du montage est constituée par le dip6le équivalent
de la figure 10.41 :

oy £ I
Loy Io |
z Tve E Frensistor R ! = Ao %
- — Q2 Q3 }
E-Dipa@ équivatent 3 Lg Ji
Fic. 11.41

Reprenons la matrice 4’ déja calculée en 2°. Si nous faisons I, = 0, le quotient des
équations ‘
v, = ay, V;+a,l;
Iy = a3 V,+asl,

liées & A’ nous donne
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c’est-a-dire :

__Rhyyhy,

Z,=h ]
" 14Rh,,

Chapitre 11.

Les résultats précédents permettent d’assimiler le circuit proposé a un seul
quadripdle Q ayant Z, pour résistance d’entrée et Z_ pour résistance de sortie;
c’est-a-dire équivalent au circuit de la figure 10.42.

S e -

Nous vérifions bien alors que

V. RI,
gy =—=——= i
Ve Zell Ze
c’est-a-~dire
_RhZI

g, = .
hy1+R4,

Fic. 11.42
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GEOMETRIE EUCLIDIENNE

Ce chapitre est consacré & la présentation de quelques notions fondamentales en
physique : produit scalaire, produit mixte, produit vectoziel. Comme, en physique,
il n’y a pas de systéme d’axes privilégié, nous donnerons des définitions intrin-
séques, c’est-a-dire en dehors de tout choix d’axes de coordonnées.

12.1 Produit scalaire. Soit E un espace vectoriel sur le corps R des nombres
réels. On appelle produit scalaire sur. E une forme bilinéaire symétrique (voir
tome 1), notée (a, b) > a. b, telle que

a) pour tout vecteur a de E, le nombre réel a.a soit positif;

b) Ie nombre réel a. a soit nul si et seulement si le vecteur a est nul.

L’espace vectoriel E, muni d’un produit scalaire, prend le nom d’espace vectoriel
euclidien.

EXEMPLES

1. Prenons pour E l’ensemble R des nombres réels, considéré comme espace
vectoriel sur lui-mé&me. 1.’application

(a, b) +> ab

- ‘de R xR dans R est un produit scalaire. Ainsi, R est un espace vectoriel euclidien.

2. Considérons I’espace vectoriel R?. L’application
(a, b) — xx'+yy’,

ot a=(x, y)et b=(x', y"), est évidemment un produit scalaire; ce produit scalaire

est dit canonique.
Comme I’ensemble C des nombres complexes peut &tre identifié a ’espace vec-

toriel R?, nous voyons que C est un plan euclidien.
3. Soit de méme I’espace vectoriel R, L’application
(a, b) > xx'+yy' +zz',

ol a=(x,y,z)et b=(x,y’, z'), est un produit scalaire, dit canonique.
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On notera que la plupart des propriétés des espaces vectoriels euclidiens ne font
pas intervenir la notion de dimension.

12.2 Inégalité de Schwarz. Soit E un espace vectoriel euclidien. Pour tout
couple (a, b) de vecteurs de E,

(a.b)> < (a.a)(bh.b). 1)

L’égalité a lieu si et seulement si les vecteurs a et b sont colinéaires.
Ecrivons que, pour tout nombre réel o,

(a—ab).(a—ab) = 0.
Il vient en développant :
(a—ab).(a—ab) = a*(b.b)—2a(a.b)+a.a>0.

Lorsque b = 0, la relation (1) est évidente. Dans le cas contraire, b. b est différent
de 0. Le trindme du second degré

a*(b.b)~2a(a.b)+a.a

ne pouvant avoir deux racines réelles distinctes, son discriminant est négatif, d’ott
I'inégalité (1). '

Supposons que les vecteurs a et b soient colinéaires, et écartons le cas trivial ot
b est nul. Il existe alors un nombre réel a4 tel que

a=uyb;
alors
(a—og b).(a—o0gyb)=0.

Le trindme
o?(b.b)~2a(a.b)+a.a

admettant une racine réelle, cette racine est double; il y a donc égalité dans I'iné-
galité de Schwarz.
Réciproquement, si

(a.b)? = (a.a)(b.b),
il existe un nombre réel «, tel que
(a—ogb).(a—o0gb) =0;
donc
a—o,b=20.
Les vecteurs a et b sont colinéaires.
'12.3 Longueur. Soit E un espace vectoriel euclidien. Pour tout vecteur a de

E, la racine carrée du nombre réel positif a.a s’appelle longueur, ou norme, du
vecteur a et se note | af .

::::
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EXEMPLES

1. Dans le cas de R, la longueur d’un nombre réel a n’est autre que sa valeur
absolue |a|.

2. Dans le cas de R? ou de R3, on retrouve la notion classique de longueur en
géométrie. Remarquons que la longueur d’un vecteur (a, b)) de R? n’est autre que
le module |z| du nombre complexe z = a+jb.

Avec cette notation, I’inégalité de Schwarz s’écrit

la.b| < |lal. 5.

Interprétation de I'inégalité de Schwarz. — Soient a et b deux vecteurs non nuls.
Alors

< a.b <
NTRIE

11 existe donc un nombre réel o appartenant & I'intervalle [—1, 1] tel que

a.b _
lal . 5]

ce nombre o peut étre considéré comme le cosinus d’un nombre réel  appartenant
a Uintervalle [0, n]. Alors

a.b=|aj.|b] cosB,
ce qu’on exprime sous la forme traditionnelle :

Le produit scalaire de deux vecteurs est égal au produit des longueurs de ces vecteurs
et du cosinus de-leur angle.

Propriétés de la longueur
1l est immédiat qu’un vecteur de E est nul si et seulement si sa longueur est nulle.
Pour tout vecteur a de E et pour tout nombre réel «,
loall = || ||l
En effet, par définition,
loeal? = (xa). (aa),
et, d’aprés la bilinéarité du produit scalaire,
(«a).(0a) =« (a.a) = o |a] .
Pour tout couple (a, b) de vecteurs de E,
la+b] < llal +15l

(inégalité triangulaire).
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En effet, par définition,
la+ b|* = (a+ b).(a+b).

Or,
(a+b).(a+b)=a.a+2a.b+b.b=|a|*+|b|*+2a.b.

D’aprés 'inégalité de Schwarz,
la.b| < a5l ;

donc
(a+b).(a+b) < (lal+15])%,

ce qu’il fallait prouver.

1l y a égalité dans Iinégalité triangulaire si et seulement si les vecteurs a et b sont
colinéaires et de méme sens (c’est-d-dire, lorsque b est non nul, s°il existe un nombre
réel positif o tel que a = ab).

En effet, I’égalité dans I’inégalité triangulaire a lieu si et seulement si
a.b=a.|bl;
or, I’égalité
la.b| = |lall.] bl

a lieu si et seulement si les vecteurs a et b sont colinéaires. Ecartons comme d’habi-
tude le cas trivial ou b est nul; alors

a=ob.
Enfin, I’égalité
|la.bl=a.b,
se traduisant par
loab. b} =a(b.b)
équivaut a o = 0, puisque b. b est strictement positif.
On dit qu’un vecteur est unitaire si sa longueur est égale a 1.
Soit a un vecteur non nul. Il existe alors un vecteur unitaire u et un seul tel que
u=qa,
ou o est un nombre réel positif.

En effet, nécessairement,

lull = la]. |all;
d’olt
1
=
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Puisque « est positif, o« = —1— Le vecteur u — —— convient visiblement.

llal llal

12.4 Distance. Suivant I'usage, nous considérerons souvent les éléments d’un
espace vectoriel E comme des points. Le vecteur nul 0 est alors appel€ origine de E
et noté 0. Un élément a de E pourra indifféremment &étre considéré comme un
point M ou comme un vecteur, auquel cas il sera encore noté OM.

Soit E un espace vectoriel euclidien. On appelle distance I’application d de E x E
dans R, qui & tout couple (4, B) de points de E associe la longueur du vecteur
AB=0OB-04:

d(4, B)= | 4B].
Les propriétés de la longueur conduisent immédiatement aux résultats suivants :
Pour que deux points A et B de E soient confondus, il faut et il suffit que
d(4, B)=0.
Pour tout couple (A, B) de points de E,
d(B, A)=d(4, B).
Pour tout triplet (A, B, C) de points de E,
d(4, C)<d(4, B)+d(B, C)

(inégalité triangulaire).

12.5 Orthog(;ilalité. On dit que deux vecteurs a et b d’un espace vectoriel '
~euclidien E sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul :

a.b=0.

La relation d’orthogonalité entre vecteurs de E est symétrique, puisque
b.a=a.b.

Pour que deux vecteurs a et b soient orthogonaux, il faut et il suffit que
la+5]* = l|all*+ ]2
(théoréme de Pythagore).
En effet, pour tout couple (a, b) de vecteurs de E,
la+bl* = llal*+15]*+2a.b;

par définition, le dernier terme est nul lorsque a et b sont orthogonaux.
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12.6 Orthogonalité dans les plans euclidiens. FExaminons en détail le cas ol la
dimension de E est égale 4 2.

Soit a un vecteur non nul de E. L’ensemble des vecteurs de E orthogonaux @ a est
une droite, laquelle ne contient pas a.

En effet, cet ensemble est le noyau de la forme linéaire x ~ x.a. Cette forme
linéaire est non nulle, puisque @. a # 0; son noyau est donc une droite, et @ n’appar-
tient pas a cette droite.

On dit qu’une base (e,, e,) de E est orthonormale, ou encore que (e,, e,) est un
repére orthonormal, si les vecteurs e, et e, sont orthogonaux et unitaires.

On notera réciproquement que si deux vecteurs e, et e, de E vérifient les relations

ledi =1, lleoli =1 et e,.e,=0,

les vecteurs e, et e, constituent une base orthonormale.
En effet, deux vecteurs orthogonaux non nuls sont linéairement indépendants.

ExempLE. Considérons le plan R? muni du produit scalaire canonique
(a, b) > xx'+yy’.
La base canonique (i, j), ot i = (1, 0) et j = (0, 1), est orthonormale.
Dans tout plan euclidien E, il existe des bases orthonormales.

Soit en effet @ un vecteur non nul de E. Nous savons qu’il existe un vecteur non
nul ¢ orthogonal 2 a, et que les vecteurs a et ¢ sont linéairement indépendants. I1

a c
est alors clair que les vecteurs — et —— constituent une base - orthonormale

lall el
de E.

Le calcul du produit scalaire de deux vecteurs d’un plan euclidien dans une
base orthonormale (e, e,) est exactement aussi simple que dans le cas de R? muni
de son produit scalaire canonique. Plus précisément, si

a=xe,+ye, et b=x'e;+y'e,,
alors
a.b=xx"+yy'. M

En effet, puisque le produit scalaire est bilinéaire,
a.b=xx'e,.e;+xy'e, .e2+yx’e2.é1 +yy'e,.e,.

Puisque la base (e,, ¢,) est orthonormale, e,.e, =e,.¢, =1 et e¢,.¢, =e,.e, =0.
Le second membre se réduit donc & xx’+yy’, ce qu’il fallait prouver.
En particulier, les composantes x et y d’un vecteur a dans une base orthonormale
(ey, e,) ne sont autres que les produits scalaires a.e, et a.e,. :
Un vecteur u est unitaire si et seulement si ses composantes x et y dans une base
orthonormale (e, ;) vérifient la relation

x2+y?=1.
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Il existe alors un nombre réel #, défini a 2kn prés, tel que
x=cosf et y=sinf.

Soient B ét B' deux bases orthonormales d’un plan euclidien et P la matrice de
passage de B a B'. Alors le déterminant de P est égal soit d 1, soit a — 1.

Soient en effet ¢ et e les vecteurs de B'. Les relations |e}[|> =1, Jeyl|* =1 et
¢} .e, =0 montrent que ‘PP =1,. Or, il est immédiat que Det ‘P = Det P. Ainsi,
(Det P)? = Det I, = 1, ce qu’il fallait prouver.

Le calcul de Ia distance de deux points dans un repére orthonormal se déduit
aussitdt de la formule (1). Soient 4 et B deux points de E, de coordonnées (x, y)
et (x', y"). Alors

d(4, B) = /(' —x) +(y' = y)*.

12.7 Orthogonalité dans les espaces euclidiens de dimension 3. L’étude du
cas ou la dimension de ’espace vectoriel E est égale a 3 est analogue a la précé-
dente. '

Soit @ un vecteur non nul de E. L’ensemble des vecteurs de E orthogonaux a a
est un plan, lequel ne contient pas a. ‘

En effet, cet ensemble est le noyau de la forme linéaire x + x.a. Cette forme
linéaire est non nulle, puisque a.a % 0; son noyau est donc un plan, et @ n’appar-
tient pas a ce plan.

On dit qu’une base (e, e, ;) de E est orthonormale si les vecteurs e,, e, et e;
sont unitaires et orthogonaux deux a deux :

ledl = llezll = llesll = 1, @

€,.e3=e3.e;, =e,.e,=0.

Réciproquement, trois’ vecteurs e,, ¢,, ¢; satisfaisant aux conditions (2) sont
linéairement indépendants. Ces trois vecteurs constituent donc une base ortho-
normale.

‘En effet, la relation

06181 +Cx2€2+a383 =0

implique
(ot e, +o,e,+0ze5).e, =0,

et donc oy =0; de méme, o, = o3 =0.

ExempLE. Considérons I’espace vectoriel R* muni du produit scalaire cano-
nique ,
(a, b) —> xx'+yy' +zz'.

La base canonique (i, j, k), ot i= (1,0, 0), j=(0, 1, 0) et k= (0, 0, 1), est ortho-
normale.

Dans tout espace vectoriel euclidien E de dimension 3, il existe des bases ortho-
normales.
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Soit en effet 4 un vecteur non nul de E. Considérons le plan P orthogonal 3 a.
Muni de la restriction & P x P du produit scalaire sur E, P est un plan euclidien. Il
existe donc une base orthonormale (e, e,) de P. Posons e; = a/||a| ; les vecteuts
e,, e, et ey satisfont aux relations (2). Ils constituent donc une base orthonormale
de E.

Le calcul du produit scalaire de deux vecteurs dans une base orthonormale
(e, €5, e5) est exactement aussi simple que dans le cas de R® muni de son produit
scalaire canonique. Comme dans le cas d’un plan euclidien, on démontre que si

a=xe +ye,+ze; et b=x'e +y'e,+z7e;,
alors
a.b=xx"+yy +zz'.

Toujours comme dans le cas d’un plan euclidien, on démontre que le déter-
minant de la matrice de passage d’une base orthonormale & une autre est égal soit
al,soita —1.

Enfin, la distance de deux points 4 et B, de coordonnées dans une base ortho-
normale (x, y, z) et (x', y’, z') est

d(4, B) = /(x'~x)*+(y' =y +(z —2)°.

ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS ORIENTES

12.8 Orientations d’un espace vectoriel. De nombreuses questions de physique
font appel & la notion intuitive d’orientation : rotation autour d’un axe, couple,
tourbillons, etc. I1 faut donc donner un sens mathématique & ce terme.

Soit E un espace vectoriel de dimension 2 ou 3 sur R. La relation binaire définie
par les couples (B, B') de bases de E tels que le déterminant de la matrice de passage
P de B a B’ soit strictement positif est une relation d’équivalence.

Les classes d’équivalence s’appellent orientations de E: il existe exactement deux
orientations de E.

La réflexivité résulte du fait que la matrice de passage de B & B est la matrice
unité, dont le déterminant est égal 3 1.

La symétrie résulte du fait que la matrice de passage de B’ 2 B est I’inverse de la
matrice de passage P de B 4 B', et de la relation

1

Det P71 == .
Det P

La transitivité résulte du fait que la matrice de passage de B & B" est le produit
PP’ des matrices de passage P de B A B’ et P’ de B’ 4 B”, et de la relation

Det PP’ = (Det P).(Det P'). 0

Soient enfin B=(e,e,, ..., e,) une base de E et B =(— e, €2, - . e). Le
déterminant de Ia matrice de passage P de B & B’ est —1, ce qui montre qu’il
existe au moins deux orientations. Soient B” une troisiéme base de E et P’ la
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by

matrice de passage de B’ & B”. La relation (1) montre que soit Det P'>0, soit
Det PP'>0, et donc que I’orientation de B” est soit celle de B’, soit celle de B.

On appelle espace vectoriel orienté le couple constitué d’un espace vectoriel £
de dimension 2 ou 3 sur R et d’une orientation de E. Une base de E est dite directe
si son orientation est celle de E, rétrograde dans le cas contraire.

La donnée d’une base d’un espace vectoriel £ définit une orientation de E. En
particulier, I’espace vectoriel R? est toujours supposé muni de I’orientation définie
par sa base canonique. Il en est de méme pour 1’espace vectoriel R>.

12.9 Coordonnées polaires, coordonnées cylindriques. Considérons un plan
euclidien orienté E, muni d’une base orthonormale directe (i, j). Soit M un point
de coordonnées x et y. Introduisons un vecteur unitaire # colinéaire au vecteur OM;;
‘notons p la mesure algébrique du vecteur OM suivant u

OM = pu.

Soit enfin  une mesure (en radians) de I’angle (i, #). Les nombres réels p et 0
s’appellent coordonnées polaires de M (Fig. 12.1).

A
M
Yo T e e 1
1
P |
!
i
. i
j |
u i
I
g |
o i ‘ x
Fic. 12.1
Il est clair que
p? = x24y?
et que, si p#0,
cos B0 =x/p sin 0 =y/p.

On remarque que si (p, 6) est un systéme de coordonnées polaires de M, il en est
de méme de (p, 0+ 2kn), et aussi de (— p, 0+7+2k'7), ou k et k' appartiennent &
Z. (En effet, si u est un vecteur unitaire colinéaire 3 OM, il en est de méme de —u.)
Si M esten O, p=0 et 0 est indéterminé.

Réciproquement, la donnée d’un couple (p, 8) de nombres réels définit un point
M et un seul par les relations

x=pcosf y=psinf.

Soit maintenant E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, muni
d’une base orthonormale directe (7, j, k). On peut représenter un point M par les
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coordonnées polaires p et § de sa projection m sur le plan (0, 7, j,) et par sa cote z
(Fig. 12.2). Les nombres réels p, 0 et z s’appellent coordonnées cylindriques de M.

z
m
k
ol J
i/ % 4
P
m

Fic. 12.2

Réciproquement, la donnée d’un triplet (p, 6, z) de nombres réels définit un
point M et un seul par les relations x = p cos f, y = p sin 0 et par sa cote z.

12.10 Produit mixte. Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimen-
sion 3. Le déterminant dans une base orthonormale directe de E est indépendant
de la base considérée ; on I'appelle produit mixte, et on le note Det.

En effet, d’aprés le chapitre 8, pour tout couple (B, B’) de bases de E,

Detg = (Det P).Detyg.,
ol P désigne la matrice de passage de B & B’. Si B et B’ sont orthonormales,
Det P=+1; si B et B’ définissent la méme orientation, Det P>0. L assertion en

résulte.
Bien entendu, toutes les régles de calcul valables pour le déterminant de trois

vecteurs restent valables pour les produits mixtes.

v 12.11 Produit vectoriel. La notion de produit mixte va nous permettre de
~ définir de maniére intrinséque le produit vectoriel. Celui-ci est utilisé en mécanique
dans I’étude du moment d’une force, en électricité dans la détermination de la force
produite par un champ magnétique, etc. .
Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3. Pour tout couple
(a, b) de vecteurs de E, il existe un vecteur v de E et un seul tel que, pour tout vec-
teur ¢ de E,

Det(a, b,c) = c.v.

Le vecteur v s’appelle produit vectoriel des vecteurs a et b, et se note a A b.



Géométrie euclidienne 239

En effet, I’application f: ¢+ Det (a, b, ) est une forme linéaire sur E. D’autre
part, pour tout vecteur v de E, I’application g, : ¢ > ¢.v est une forme linéaire sur E.
11 est immédiat que ’application g : v+ g, de E dans son dual E* est linéaire. Le
noyau de g est constitué des vecteurs » de E tels que, pour tout vecteur ¢ de E,
¢.v = 0. En particulier, v.v = 0, ce qui implique » = 0. Ainsi, g est injective. Comme
dim E* = dim E, g est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Il existe donc un
vecteur v de E et un seul tel que g, =1.

Soient B une base orthonormale directe de E, x, y, z les composantes de a et x’,
y', z' celles de b dans cette base. Alqrs les composantes de @ A b sont

yz'—zy!, zx' —xz', xy' —yx’.

Pour le vérifier, il suffit de prendre pour ¢ les vecteurs e,, e, et e, de la base B, et
de développer les déterminants Det (a, b, ¢,), Det (a, b, ¢,) et Det (a, b, e,) suivant
la régle de Sarrus. Nous savons en effet que les composantes de @ A b ne sont autres
que les produits scalaires e, .(a A b), e;.(a A b) et e5.(a A b).

Remarque. Le nom de produit mixte s’explique enfin : le produit mixte
Det (a, b, c) est le produit scalaire de ¢ par le produit vectoriel a A b.

EXEMPLES

1. Soit (i, j, k) la base canonique de R>. Alors
inj=k, jank=i, kni=].
2. Considérons dans R3 les vecteurs a= (1,2, —1) et b=(1, —1,2). Alors
a A b a pour composantes :
2x2—(—1(-1D=3
Xl =1%2= -3
Ix(—1)-2x1=-3.
On montre en utilisant les composantes de a A b que ’application (a, b)—a A b
est une application bilinéaire alternée de-E x E dans E. Autrement dit, les applica-

tions a+>a A b et b—a A b sont linéaires et, pour tout vecteur ade E, a A a=10.
Plus précisément, pour que a A b =0, il faut et il suffit que les vecteurs a et b

soient colinéaires.

En effet, si les vecteurs a et b sont colinéaires, le vecteur a A b est nul, puisque,
pour tout vecteur ¢ de E, Det(a, b, ¢) = 0. Réciproquement, si la famille (a, b) est
libre, complétons-la en une base (a, b, ¢) de E. Alors

c.(an b)y=Det(a, b, c)+#0,

doncan b#0.

Pour tout couple (a, b) de vecteurs de E, le vecteur a A b est orthogonal aux vec-
teurs a et b.

En effet, le déterminant Det(a, b, a) étant nul, le vecteur a A b est orthogonal 2
a; de méme, il est orthogonal a 5. ’

Pour tout couple (a, b) de vecteurs linéairement indépendants, le triplet (a, b, a A b)
est une base directe de E.
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En effet, par définition de a A b,
Det(a, b, an b)=|a A b]>.

Les vecteurs a et b étant linéairement indépendants, le déterminant précédent est
strictement positif, ce qui implique ’indépendance linéaire des vecteurs a, b et
a A b. Ces vecteurs constituent donc une base B’ de E. Enfin, le-déterminant de la
matrice de passage de B 4 B’, n’étant autre que Det(a, b, a A b), est strictement
positif, ce qui montre que la base B’ est directe.

Le produit vectoriel et le produit scalaire de a et b sont liés par Didentité de
Lagrange :

la A b||*+(a.b)* = ||al®.||B]|*.
En effet, .
(yz' —zy) 2+ (2x’ —x2") 2 + (xp' — yx")? + (xex' +yy’ + 22")*
= (2 +y2+z) ("2 +y 2 +2'2).
Supposons a et b non ﬁuls, et notons # 'unique élément de [0, ] tel que

a.b=|al.|b| cosb.
Alors

lla A bl =lal.|b] sin@.
Ainsi, la longueur du produit vectoriel de deux vecteurs non nuls est égale au
produit de leurs longueurs multiplié par le sinus de leur angle.
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EXERCICES

Calculer les produits mixtes des vecteurs suivants de R®:

a=1(2,54) b=(1,2,0) c=(2,4,1).
a=(,11 b=(,—-20 c=(—1273)
a=(l,4,8) b=(—84 -1 c=(47 — 4.

a=(22—1) b=(2 -12 c=(-122).
a=(1,0,—l) b=(0, 1,2) C=(0,0,l),
a=(—84,-1 b=(1,2,1) c=(4,8,4).

Calculer les produits scalaires et vectoriels des vecteurs suivants de R3, et vérifier
dans chaque cas I'identité de Lagrange :

a=(1,01) b=(1,11) 128 a=(1,2,~-3) b=(,-11)

a=(1,1,2) b=(3,36 1210 a=(1,1, - 2) b= (6,0,8)
a=(— 2, ,L3) b=(2,1,3) 1212 a=(—-8,4,—-1) b=(2,41).
Soit (i, j, k) la base canonique de R®. Onposea = — 2i+jetb=2i—j+ k.

Pour tout vecteur v = xi + yj + zk, calculer (@ A b) A v.

12.14

12.15

12.16

12.17
12.18

12.19

12.20

12.21

Montrer que les vecteurs (j + k) A i, (k + i) A j et (i +j) A k sont linéaire-
ment dépendants.

Soient a, b et ¢ des vecteurs de R®. Montrer que :
anbnc)=(a.c)b — (a.b)ec
anbacy+barlcra)+cnanlanb)=0
Soient a, b, ¢ et d des vecteurs de R3. Montrer que :
(a A B)(c Ad)=(a.c0)(b.d)— (a.d)(b.o).

(@ Ab)A(cAd)=Det(a,b,d)c — Det(a,b,c)d.

Soient a, b et ¢ des vecteurs de R3. Calculer : Det (@ A b, b A ¢, ¢ A a) en fonc-
tion de Det (a, b, c).

Soient a un vecteur non nul de R® et U I'application de R® dans R® qui & tout
vecteur » associe a A ». Montrer que U est un endomorphisme de R3. Expliciter
sa matrice associée dans la base canonique de R®. Chercher les valeurs propres
et les vecteurs propres de U.

Soient a et b des vecteurs de R®. Montrer que I’équation @ A v = b admet des
solutions si et seulement si a.b = 0. Résoudre alors cette équation. (On examinera
séparément le cas ot @ = 0. Dans le cas général, on cherchera une solution parti-
culiére de P’équation avec second membre ; on lui ajoutera une solution quel-
conque de I’équation sans second membre a A v = 0.)




SOLUTIONS DES EXERCICES

CHAPITRE 1

1.i  a) A—(BUC) = An(BUC) = An(BNT)
= (AnB)n (ANnC) = (A—B)n (4-C).
b) A—(BNC) = An(BNC) = An(Bul)
= (AnB)u(UNC) = (4—B)u(A—C).
¢) An(B—C) = An(BAC) = (AnB) N (4AnC)
= (AnB)n(4—-0).

1.2 a) S’il existe une partie X de E permettant d’écrire 4nX =B, cela
implique B < 4, qui est donc une condition nécessaire pour que I’équation ait une
solution.

Si cette condition est remplie, ’équation admet la solution évidente X = B puis-
que AN B =B résulte de ’inclusion B < 4.

La condition trouvée est donc nécessaire et suffisante pour que ’équation ait des
solutions.

b) Pour qu’une partie X de E soit solution, il faut et il suffit que X soit la réu-
nion de B et d’une partie de E contenue dans le complémentaire de 4 ; autrement
dit, il faut et il suffit que X soit de la forme B U (P n 4), ot P appartient 4 T(E).

1.3 Cet exercice se traite comme le précédent.
a) A < B.
b) X =Bn(PuUA), o PeF(E).

Relations binaires

1.4 11 faut commencer par les propriétés les plus simples, pour éliminer un
grand nombre de relations. La réflexivité impose dans le graphe les couples (a, @),
(b, b), (¢, ¢). Cela conduit & I’égalité, qui est une relation d’ordre.

On peut ensuite ajouter au graphe :

— un couple quelconque : d’olt 6 relations possibles ;

— deux couples (a, b) et (a, ©),
b,a) et (bo),
(o et (cb);

— trois couples, et ce sont alors des relations d’ordre total, au nombre de six,
qu’on peut symboliser par

asb<c, b<a<e, a<<e<gb, b<c<a, c<a<sbh et ¢cghb<a

Y
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1.5 Iy a au moins une classe d’équivalence et au plus trois.

Le cas ot il y a trois classes d’équivalence est celui de la relation d’égalité.

Le cas ou il y a deux classes d’équivalence est celui ot deux et deux seulement
des éléments a, b et ¢ sont équivalents, ce qui correspond a trois relations d’équi-
valence possibles.

Le cas ou il n’y a qu'une seule classe d’équivalence est celui ot deux éléments
quelconques sont égaux.

En résumé, il y a cing relations d’équivalence.

1.6  Réflexivité. Puisque R est réflexive, pour tout élément x de E, x Rx;
donc x R x et x R x, c’est-a-dire x S x.
La symétrie de S est évidente.

Transitivité. Supposons quex Syety Sz, c’est-a-direx Ryety Rxety Rzet
z Ry. Puisque R est transitive, (x Ry et y Rz) implique x Rz; (zRyety Rx)
implique z R x; donc x S z.

1.7 Réflexivité. Pour tout élément x de E, prenons n=1, x5 =x; = x.
Puisque R est réflexive, xo R x;, c’est-a-dire x S x.

Symétrie. Si x S‘ ¥, on prend la,su.lte (X o<psn déﬁnie‘paf X, = X,_p. Alors
Xy =Y, X, = X et, puisque R est symétrique, x, R x, 4, (c’est-a-dire x,_, R x,,_,_,).

Transitivité. Si xSy et y Sz, il existe deux suites (X,)o<p<n € (Po<gem
telles que xg =X, X, =Yo =Y, Ymu=2, X, Rxp,, si pel0,n—1] et y, Ry ., si
ge[0, m—1]. 1l suffit de considérer la suite (2,)g <,<n+m Qéfinie par z, = x, si
r<m, z,=Yy,.,Sir>n .

(Intuitivement, les points x et y sont reliés par une chaine. La symétrie se
démontre en renumérotant & ’envers les maillons de la chaine. La transitivité se

démontre en mettant deux chaines bout 4 bout et en numérotant tous les maillons &
la suite.)

Applications

1.8  Comme f(#) a méme parité que », la relation
S = f(=) 6]

implique que » et »’ sont simultanément pairs, ou impairs.
Lorsque n et n’ sont pairs, la relation (1) se traduit par

n+2 =n"+2,

et donc par n = n’.
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Lorsque # et n’ sont impairs, la relation (1) devient
n+4 =n'+4,

ou encore n="n’.

L’application f est donc injective. :

Soit maintenant p un entier rationnel. Si p est pair, p = f(p-2); si p est impair,
p = f(p—4). L’application f est donc surjective.

Si on remplace Z par N, l'injectivité se conserve; mais 0, 1 et 3 ne sont images
d’aucun entier naturel. L’application /' n’est plus surjective.

1.9 I est immédiat que, pour toute application f de E dans F et pour toute
partie 4 de E,

A = f7HfA).

Supposons quefsoit injective. Considérons une partie 4 de E, et posons B = f(A4).
Soit x un élément de f ~*(B); alors f(x) appartient & B. Par définition de B, il existe
un élément x’ de 4 tel que f(x’) = f(x). Puisque fest injective, x = x’, ce qui montre
que f~1(B) < A4, et donc que

A=f1(f4).

Réciproquement, supposons cette relation vérifiée pour toute partie 4 de E. Soit
x un élément de E; prenons 4 = {x}. Alors f "1 (f({x})) = {x}, ce qui montre que
I’image réciproque de toute partie de F & un élément a au plus un élément. L’appli-
cation f est donc injective.

11 est immédiat que, pour toute application f de E dans F et pour toute partie
B de F,

S TH(B) = Bnf(E).
Si f est surjective,
fF7H(B) = B.

Réciproquement, supposons cette relation vérifiée pour toute partie B de F.
Prenons B = F. Alors

U@y =F,

ce qui implique que f est surjective.

1.10 a) Soient x et x' deux éléments de E tels que f(x) = f(x'); alors
gLfx)] = glf(x"), c’est-a-dire ~(x) = h(x"). Puisque % est injective, x = x’; donc f
est injective.

Si, de plus, f est surjective, f admet une application réciproque . Alors
g=hof™'; comme f ! et k sont injectives, leur composée g ’est aussi.

b) Soit z un élément de G ; puisque 4 est surjective, il existe un élément x
de E tel que 4(x) = z, ¢’est-a-dire g[ f(x)] = z. Ainsi, I’équation g(y) = z a au moins
une solution, & savoir y = f(x). Donc g est surjective.

Si, de plus, g est injective, g admet une application réciproque g~!. Alors
f=g7" oh; comme /1 et g~ sont surjectives, leur composée f I’est aussi.
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1.11 Supposons par exemple que hogof et g ofoh sont injectives et que
fohog est surjective. D’aprés I’exercice précédent, puisque 4 (g of) est injective,
h est injective. De méme, g est injective.
Puisque (f o k) o g est surjective, g I’est aussi. Il en découle que g est bijective.
Par suite, fo = (f o h o g) o g~ ! est surjective, et 4 1’est aussi. Il en découle que A
est bijective.
Enfin, puisque (% o g) o fet k o g sont injectives, f1’est aussi. Puisque fo (h o g) et
h o g sont surjectives, f I’est aussi.

1.12 a) On voit que f R f en prenant n = 1. Supposons que /' R g, c’est-a-dire
qu’il existe un entier naturel non nul » tel que f” = g". Puisque 1’égalité est symé-
trique, g" =f"; donc g R f. Enfin, sif R g et g R h, c’est-a-dire s’il existe des entiers
naturels non nuls z et n’ tels que /™ = g" et g" = A", alors f™ = g™ = 1™ ; donc
fRhA

b) On voit que fSf en prenant m=n=1. Si f"=g", alors g"=f"; donc
S est symétrique. Enfin, si f™ = g" et si g™ = A", alors /™ = h™',

1.13 a) Il est clair que f(P) < f(PUP) et f(P) < f(PUP); donc
FPYUS(P) cf(Pu P). Inversement, soit y un élément de f(Pu P’); il existe donc
un élément x de PU P’ tel que f(x) =y. Six e P, f(x) e f(P);six e P', f(x) e f(P').
Dans tous les cas, y € f(P)Uf(P").

b) Puisque PnP < P, il est clair que f(PnP')cf(P); de méme
f(PNAPY) < f(P). Donc f(PnP')<f(P)nf(P). Inversement, considérons un
élément y de f(P) nf(P’). Il existe un élément x de P et un élément x’ de P’ tzls que
(%) =f(x") = y. Si f est injective, x = x', et xe PN P’; donc y = f(x) € f(P P’).

Si f n’est pas injective, il existe deux éléments distincts x et x’ tels que f(x) = f(x").
Posons P = {x} et P’ = {x'}; alors f(P) =f(P") = {f(x)}, tandis que PN P’ = J
et donc que f(PnP)=(.

¢) Le raisonnement est analogue.

1.14 La relation xef '(Qu Q") signifie que f(x)e QuQ’, c’est-a-dire
f(x) e Q ouf(x)e Q. Enfin, f(x) € Q équivaut & x e f "1 (Q), f(x) € Q' équivaut &
xef~1(Q"). En résumé, x e f "1 (QuU Q') équivaut & xef~*(Q) ou xef "1 (Q"),
c'est-a-dire x e f 1 (Q)uf (0.

Les autres égalités se démontrent de méme.
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2.1  P(E) comporte 8 éléments,

v | g | g || g |{ad)|{acd]| b |{abd
g | @ | & | & | {g |{ad)|{ac]| {bc |{abc
{ag | {a} | {a} | (a8} | {ac}|{ab}]| {a¢c} |{ab cliabc}
o} | &) |{ad}| {8} | {bc} | {ad} {ab.c}| {b¢c} |{ab,c}
¢ | {a [{ac|be| {a [{abc} {ac}|{bc} {abc}
{a,b} | {a,b} | {a,b} | {a,B} |{a, b,c}| {a,B} |{a b, c}|{ab,c}{ab,c}
{a,c} | {a,c} | {a,c} {{a, b,c}| {a,c} |{a,b,c}| {a,c} |{a b, c}{a b c}
{b,c} | {b,c} ({a, b, c}| {bc} | {b,c} |{a b, c}|{a b, ¢} {b,c} |{ab,c}

{a, b, ¢}|{a, b, ¢}|{a, b, c}|{a, b, c}|{a, b, c}|{a, b, c}|{a, b, c}|{a, b, c}|{a, b, ¢}
£ est élément neutre, et c’est le seul élément 4 admettre un symétrique.

2.2 Pour tout triplet (a, b, ¢),
(axb)yxc=a*c=a, ax(bxc)=axb=a.

Donc la loi est associative. Il n’existe pas d’élément neutre e, puisque a * e = a et
e * a=e et que |’on ne peut donc pas vérifier, pour tout nombre réel g,

axe=exa=a.
La loi n’est pas commutative, puisque 1 *0=1et 0% 1=0.

2.3 1a loi est commutative mais n’est pas associative car

OxDxl=1%1=2, O0x(1x1)=0%+2=4,
Il n’existe pas d’élément neutre e vérifiant, pour tout nombre réel a,
a+eé® =a.

2.4 La loi est commutative, non associative puisque
A*x9)*1=6+1=./6, 4xO9x1)=4%3=2./3.
On ne peut pas trouver d’élément neutre e vérifiant, pour tout nombre réel positif @,
a=./ae.

2.5 Llaloi n’est pas commutative puisque 0 * 1 52 1 % 0. Elle n’est pas associa~
tive: 1x(0=+x1) =4, (1%x0)x1=10.
1l n’existe pas d’élément neutre e tel que, pour tout élément a de Z,
3at+e = 3eta=a.
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2.6 La loi est commutative mais n’est pas associative :
3x(1*x1)=3%1=2, Bx1)+1=2=+1=3/2.

Il n’existe pas d’élément neutre ¢, puisque (e+5)/2 = bn’apasde solution.
Pour tout triplet {a, b, ¢) :

a*(b*c):w_—:f_l_é.,.f
2 2 4 4
at+b a+c
2T ab. e
axb) * (axc) = ————— = — 4+ -+ -,
(axb) * (axc) 5 Stata

Doncax(b+c) = {a*b)x(ax*c).

2.7 Laloin’est pas associative : (1 #2) 1 #1 % (2% 1).
Elle n’est pas commutative : 1#2#2* 1

2.8 1° La loi est é&videmment commutative ; elle est également associative,
car

(@a*b)*c = (a+b+ab)y*c = a+b+ab+c+(a+b+ab)c
ax(bxc)=axb+c+bc) =a+b+c+bet+alb+c+bo).
Donc (axb)xc=ax{b=xc).
0 est élément neutre: a%*0 =0#+a = a.
Tout réel a distinct de — 1 admet un symétrique b tel que a + b + ab = 0,
soit b = —af(l +a).

2° a% (b+c) = a+b+c+ab+ac
(axb)+(a*c)y=a+b+ab+a+c+ac
ax(b+c) # (@xb)+(axc)

en général, donc la loi n’est pas distributive par rapport & I’addition; de méme elle
n’est pas distributive par rapport a la multiplication, puisque

a* (bc) = a+bc+abc

(@axb) (@a+c) = (@a+b+ab) (a+c+ac)

d’out a* (bc) # (a=b) (ax*c)en général.

2.9 Laloi * n’est pas commutative, puisque 0 * 1 # 1 % 0.
La loi o est commutative, puisque 2ab = 2ba.
La loi * n’est pas associative :

O+D*x1=2%1=4, O0x(1*x1)=0%3=6.
La loi » est associative :

(@ob)oc = (2ab) o c = 4abc.

ao(boc) =ao(2bc) = 4abc .
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Donc (@ob)oc =ao(boc).
La deuxiéme loi est distributive par rapport 4 la premicre car
aob*c)=ao(b+2c) = 2a(b+2c)
(@aob)y*(@oc) = (2ab) * 2ac) = 2ab+4ac .
Donc
aobxc)={(ach)*x(aoc).
De méme '
(axb)oc=(aocc)s(oc).

2.10 La loi est commutative, mais non aséociative, car
QxD)*2=2%2=1 et 1#(1%2)=1=%3/2=15/3.
Il n’existe pas d’élément neutre. '

2.11 La loi est commutative; elle est également associative, car

(axb)y*c=x*c=y, avec l=~1—+1=£+—1-+1 et
y x ¢ a b ¢
ax(bxc)=axz =1, avec 1=£-}--1-=l+~1—+1.
t a z a b ¢
abc
Donc (a#b)*c = a#*(b*c) = ———.
ab+bc+ac

2.12 La loi * est commutative et associative, et 0 est élément neutre ; la loio
est également commutative et associative, mais il n’existe pas d’élément neutre.
Pour vérifier la distributivité, on peut toujours se ramener au cas oll b < ¢, puisque
les lois o et * sont commutatives. Il suffit donc d’étudier les 3 cas : ag<b<e,
ba<c et b<cga
Dans le premier cas
ax(boc)=axb=2>
(a*byoc(a*c)=boc=0>
acb*c)=aoc=a
(@acb)ys{aocc)=axa=a.
On procede de méme pour les deux autres cas.

2.13 1° 1l existe s € E tel que sa = as, il suffit de prendre 1’élément neutre; la
relation est réflexive.
2° Si sb = as, il existe s tel que bs’ = 5" a.
s étant inversible, multiplions les deux termes de la relation sb =as par s~ 1,
a gauche, et a droite :
s"lshsTi=s5"1ass™t,
et par associativité :

bs™t =s"1qa.
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La relation est symétrique.

3% Sisb=as, tc=Dbht

Multiplions par s a gauche les 2 termes de la seconde relation :
stc = sbt = ast.

st étant inversible puisque s et ¢ le sont, la relation est bien transitive.

2.14 Appliquons la propriété au produit ab : ab(ab)=e.
Multiplions a gauche par a: aab(ab) =a. ’

Or, aa=e, donc b(ab) = a.

Par associativité : (ba)b = a.

Multiplions & droite par b : (ba) bb = ab.

Or, bb=e, donc ba=ab. -

2.15 En effet la relation s’écrit : abab = aabb.
Multiplions & droite par 57! :  aba = aab.
Puis & gauche par a™!: ba=ab.

2.16 Pour tout x :
(x4+x)? = x*+x2+x2+x% = x+x+x+x = x+x,
d’ot x+x = 0.
D’autre part, quels que soient x et y,
(x+y)? = X+ xp+yx+)y* = x+y,
d’ot xy+yx=0.
Or, on a vu plus haut que xy+xy =0;
par suite  xy = yx.
2.17 R?muni deslois % et o n’est pas uncorps, car il n’existe pas d’élément neutre

pour la loi o, En effet, si (a, b) est tel que a % 0, on ne peut pas vérifier (a, b) - (a’,b’)
= (0, bb’) = (a, b).
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3.1 La propriété est vraie pourn=1:
_1x2
-

1

Montrons qu’elle est héréditaire. De 1’égalité
14243 + ... +n=nn+1)/2,
on déduit
14243+ ... +n+@+1) =R+ @2+ = (n+1) (n+2)/2,

ce qui achéve la démonstration.

3.2 La propriété est vraie pour n =11
1x2x3
Pt
Montrons qu’elle est héréditaire. De I’égalité
124+2243% + ... + 1% = n(n+1) 2n+1)/6,

on déduit

12 =

12422432+ +nP4+@+1)? = @m+1) [—’Q‘%l)+n+1}

_ (1+1) (n+2) @n+3)
6 El

ce qui achéve la démonstration.

3.3 La propriété est vraie pour n = 0, puisque 32"** + 2"*% = 7. Mon-
trons qu’'elle est héréditaire, en la supposant vérifiée au rang ». Il est clair que :

32(n+1)+1 + 2(n+1)+2 — 2(32n+1 + 2n+2) + 7 % 3Zn+1 i

Par hypothése de récurrence, 32"*1 + 2"*2 est divisible par 7; il en est donc
de méme de 32('l+1)+1 4 2(n+1)+2.

3.4 La propriété est vraie pour n=1. Montrons qu’elle est héréditaire.
Supposons pour cela qu’il existe un entier & tel que

n2(n—1) = 12k.
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Alors
(n+1)? [(n+1)2—1] = @®+2n+1) (*+2n),
qu’on peut écrire sous la forme
n2(n?—1) +4n*+6n2+2n;

il suffit donc de prouver que 4n>+6n*+2n est un multiple de 12. Or, cette pro-
priété peut s’établir par récurrence. Ells est vraie pour » = 1. Montrons qu’elle est
héréditaire. Supposons pour cela qu’il existe un entier k tel que

4n®4+6n*+2n = 12k.
Alors, 4(n+1) + 6(n+1)2 + 2(n+1) peut se mettre sous la forme
4n® + 61 +2n + 12(n® +2n+1) = 12(k+n*+2n+1),

ce qui achéve la démonstration.

3.5 Supposons le nombre x =./2+ /3 rationnel. On aurait alors
x> =2+42./6+3,

et/ 6 serait rationnel; soit 1/ 6 = p/q une représentation irréductible de ce rationnel.
De p? = 642, on déduit que p?, donc p, est pair.
_Posant alors 2p’ =p, de 2p'? = 34*, on déduit que g%, donc g, est pair, ce que
I’hypothése de la représentation irréductible exclut.
Le nombre /2+ /3 n’est donc pas rationnel.

3.6  Supposons le nombre x =./2++/3 +./5 rationnel. On aurait alors

x =2 =3+,

x242-2./2x = 3+5+2/15
et le nombre y = /15 + x \/5 serait rationnel. On aurait alors
y? = 154+2x*+2x./30

et /30 serait rationnel. On réduit cette proposition a1’absurde comme pour \/3 a
I’exercice précédent.

d’ou

3.7 L’image par f d’un nombre rationnel n’annulant pas cx+d est un nom-

bre rationnel.
Soit alors x’ un irrationnel. L’égalité

ax'+b
ex'+d
équivaut a x'[¢f(x")—a] = b—df (x'). A
Si ¢f(x') —a # 0, cette relation montrerait que x’ est rationnel, ce qui est exclu.
Si ¢f(x)—a=0, on a aussi b—df(x') =0, ce qui entraine ad—bc = 0. Inverse-
ment, si ad—bc =0, f est constante sur son domaine de définition, et donc ration-
nelle.

f&) =

QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 1 9
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3.8 1° Par définition de E, il existe deux réels « et B,
O < o< 1, 0 S ﬂ < 13

tels que
x = E(x)+a y = EQp)+p.

Donc x+y = EX)+EQ)+a+p.
E(x)+ E(y) est donc un entier inférieur a x +y. Comme E(x+y) est le plus grand
entier vérifiant cette propriété, on en dédujt I’inégalité demandée

E(x+y) = E()+E(®) .

2° En ajoutant au besoin un multiple entier positif de # & x, on peut se contenter
de faire la démonstration pour le seul cas d’un réel x positif.

Alors, E(x/[n) est le nombre des multiples entiers de n compris entre 0 et x, tandis
que E(E(x)/n) est le nombre des multiples entiers de # compris entre 0 et E(x) :
ces deux nombres sont donc égaux.

39 Le polynéme P: x> (2+x)"+ (2—x)" est une fonction paire. Son
développement fait donc apparaitre seulement

— des coefficients entiers,
— des puissances paires de x.

P (\/Q) est donc un entier.

3.10 On montre par recurrence que tout sous-groupe G de R contenant 1/7
contient les nombres de la forme #/7, o n e N. Puisque G est un sous-groupe,
G contient les opposés des éléments précédents, et donc ’ensemble G’ des nombres

!

réels de la forme »/7, ott n € Z. Inversement, pour tout couple (; ) %—) d’éléments
n n n-—n . ol A e '
5T 5= appartient a G’. Ainsi, G’ est un sous-groupe de R.

Comme —,lie G', G' est le sous-groupe engendré par 1/7.

de G/,

3.11 Tout sous-anneau 4 de R contenant 1/7 contient les éléments de la
forme n/7, ot ne Z. Puisque 4 est stable pour la multiplication, 4 contient
I’ensemble 4’ des éléments de la forme p/7?, ol peZ et g € N. Inversement,
pour tout couple %, % d’¢léments de 4/, ;% — % et _7p71 ,%— = % appar-
tiennent & 4. Ainsi, A’ est un sous-anneau de R. Comme 1/7 € 4', A’ est le sous-
anneau engendré par 1/7.

3.12 Tout sous-corps K de R contenant 1/7 contient les inverses des élé-
ments de la forme »/7, ou ne N*. En prenant pour » un multiple de 7, nous
voyons que K contient les inverses des entiers non nuls, et donc tous les nombres
rationnels. Inversement, Q est un sous-corps de R et 1/7 € Q, ce qui montre
que Q est le sous-corps engendré par 1/7.
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4.40 La relation Z=2z? entraine zz =z, d’ou |z|? =|z|?, ce qui implique
Izl =0 ou |z]=1.

— 8i|z| =0, alors z =0 et ce nombre est solution de I’équation donnée.

— Si|z] =1, alorsz® = 1d’otiz = 1, z = w ou z = w? et on vérifie immédiatement
que ces trois nombres sont solutions de 1’équation donnée.

4.41 La condition imposée s’écrit
A+ +a(l+j°+b=0.

Pour calculer (1+j)° et (1+1j)7, nous pouvons utiliser la formule du bindme, ou
encore la formule de Moivre. Ecrivons a cet effet 1+j sous la forme trigonomé-

trique :
1+j = ﬁ (coszt- + sin7—t>.
4 T4
D’otr

(1+j)5 = 22 ﬁ (cos S—Z-}—j sin 5 §>= —4(1+]),

(1+j) = 2° V/E <cos 75-}-3‘ sin 7%) = 8(1—j).

La condition devient
81— —4(+a+b=0.
Puisque a et b sont réels, nous obtenons, en séparant les parties réelle et ima-
ginaire : :
8—4a+b =0
[—8——4a = 0,
Finalement :
a= —2 et b= —16.

4.42 L’image de toute racine de la premiére équation appartient au cercle de
centre (0, 0) et de rayon 1; de méme, I'image de toute racine de la deuxiéme équa-
tion appartient au cercle de centre (—1, 0) et de rayon 1.

Ainsi, la partie réelle d’une racine commune & ces deux équations est néces-
sairement —J. Les racines communes éventuelles sont donc o et w?.

Puisque @ et w? sont complexes conjugués, la relation w"=1 équivaut a la
relation (w?)"=1; de méme, la relation (w+1)?=1 équivaut & la relation
(@*+1)P=1.

Pour que 0" =1, il faut et il suffit que » soit multiple de 3.

Pour que (w+1)? =1, il faut et il suffit que p soit pair et multiple de 3.

Les couples cherchés sont donc de la forme (37, 6 p'), ou #' et p’ sont des
entiers naturels non nuls.
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Sous-espaces vectoriels

5.1 Soit E’' l'ensemble des éléments x=(x,x;,x;) de R® tels que
Xx;+x;+x3=0. L’ensemble E’ est non vide, ¢ar 0 =(0, 0,0) appartient a E’.
Soient x = (x;, X, X3) et y = (31, y2, ¥3) deux éléments de E’, o et § deux nombres
réels. Alors ax+ By = (ox; -+ By, , ax,+ fy,, axs+ fys), et

(axy + By) + (@, + Byy) + (axs + Bys) = a(xy +x,+%3) + By +2+75) = 0.

Il en découle que E’ est un sous-espace vectoriel de R3.
5.2 Méme méthode, et méme conclusion.

5.3 Le vecteur 0= (0, 0, 0) n’appartenant pas au sous-ensemble considéré,
il ne s’agit pas d’un sous-espace vectoriel.

5.4 On démontre comme dans ’exercice 5.1 que I’ensemble E’ des vecteurs
tels que x; —4x,+x; = 0 est un sous-espace vectoriel de R?; il en est de méme de
P’ensemble E” des vecteurs tels que 4x; +x, — x5 = 0. Enfin, l'intersection de deux
sous-espaces vectoriels est encore un sous-espace vectoriel.

5.5 Le raisonnement de I’exercice 5.4 se simplifie, car ici E'=E", et
E'nE"=E'.

5.6 L’ensemble E’ des vecteurs tels que x; —x,+x; =0 est un sous-espace
vectoriel; il en est de méme de I’ensemble E” des vecteurs tels que x; 4+ x, — x5 = 0.
Cependant, I’ensemble E’ U E” n’est pas un sous-espace vectoriel, car il n’est pas
stable pour ’addition; par exemple, le vecteur x’ = (1, 1, 0) appartient & E’,
et donc & E'UE"; de méme, x"=(1,0,1) appartient 3 E'UE", mais
x'4+x"=(2,0, 1), n’appartenant ni & E’ ni & E", n’appartient pas a leur réunion.

5.7 Soit x un vecteur de H. Alors x appartient & F+ H, et donc 2 F+G. 1l
existe donc un élément y de F et un élément z de G tels que x = y-z. Puisque G
est inclus dans H, y =x—z appartient & H; il en résulte que y appartient a
FnH=FnG. Donc y appartient & G, ce qui montre que x = y-z appartient
a G. Par suite, H < G, et donc H=G.

58 SiFcG,alors FUG=G#E. Deméme, si Gc F, FU G # E. Si aucun
des sous-espaces vectoriels F et G n’est contenu dans ’autre, il existe un élément x
de F n’appartenant pas & G et un élément y de G n’appartenant pas & F. Alors
z ==X+ y n’appartient pas i F, car dans le cas contraire y = z—x appartiendrait &
F. De méme, z n’appartient pas 4 G. Ainsi, z ¢ FU G, ce qui montre que Fu G # E.
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Applications linéaires

5.9 Soient x = (x;, x;, X3, X;) et y=(¥1, X2, V3, yu) deux éléments de R*,
o et B deux nombres réels. Alors

U(otx—{—ﬂy) (oxy + Byy, oxy+ Bys, axz+ fys, °‘x4+ﬂJ’4: 0)
= o(xy, Xz, X3, X4, 0) + BV1, Y25 V35 Y4 0) = ax+ By .
L’application U est donc linéaire. Son noyau est réduit au vecteur nul de R*

(ce qui implique que U est injective); son jmage est ’ensemble des vecteurs de la
forme (x;, x,, X3, X4, 0).

5.10 1l est immédiat que U est linéaire. De plus, Ker(U) = {0} et Im(U) = E".

5.11 Soientx = (x,, x,) ety = (y,, y,) deux vecteurs de R*, a et ﬂ deux nombres
réels. Alors
Ulax+By) = (4(oax; + fy;) — 3(axa + fB,), S(oxy + Byy) + 4(oxz + By2))
= a(4x,—3x,, 5x;+4x;) + B4y, =32, Sy +4y2) .
Donc U est linéaire. De plus, Ker(U) = {(0, 0)} et Im(U) =

5.12 De méme, U est linéaire. Le noyau et I'image de U sont égaux et cons-
titués des vecteurs tels que 3x, =2x,.

5.13 Ker(U) = {0} et Im(U) = R?

5.14 Le noyau de U est ’ensemble des vecteurs de la forme (0, x,, —X,);
I'image de U est I’ensemble des vecteurs tels que x; —x,+x3 = 0.

515 (Vo U) (xy, %) = (5x,—2%,, Tx,—%3)
(UoV)(x1, %) = (Qx;+5%5, 2x,— %) .

5.16 L’application réciproque est définie par

U_l(xl: Xp) = (X1 —X3, X2) .

517 U™ '(x;, x,) = 215 (5x;+4x,, —6x;+5x5).

5.18 Ecartons le cas trivial ou E = {0}. Soient x et y deux vecteurs non nuls de
E. Tl existe deux scalaires A et p tels que U(x) = Ax et U(y) =uy.

Si x et y sont colinéaires, il est immédiat que A = p.

Supposons que x et y ne sont pas colinéaires. Le vecteur U(x+y) Ax+py
étant colinéaire & x+y, les scalaires 4 et y sont égaux.

L’endomorphisme U est donc ’homothétie de rapport A.

5.19 a) Soit y un élément de Im(U); il existe un élément x de E tel que
U(x)=y. Comme U?=0, U(y)=U[U(x)]=U?*(x)=0, ce qui montre que y
appartient & Ker(U).
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b) Il est clair que (Iz— U) (Ip+ U) = (Ig+U) (Ig— U) =I;. Donc I+ U admet
pour application réciproque Ip— U; en particulier, I;+ U est un automorphisme
de E.

520 Si xeKer(U), alors U(x)=0, U*(x)=U(0)=0 et xeKer(U?.
Si xeKer(U?, alors y=U(x)eKer(U). Or, yeIm(U); par hypothése,
Ker(U)nIm(U) = {0}, et y =0. Ainsi, U(x) =0, et x € Ker(U). En conclusion,
Ker(U?%) = Ker(U).

-

5.21 Si xeKer(U)nIm(U), alors U(x)=0 et il existe un élément y de E
tel que U(y)=x. Donc U?(y)=0 et y e Ker(U?). Par hypothése, Ker(U?)=
= Ker(V); donc y € Ker(U) et x = U(y) = 0, ce qu’il fallait prouver.

522 Si xeIm(U?), il existe un élément y de E tel que U?*(y)=x; donc
x = U[U(p)], ce qui montre que x € Im(U). Si x € Im(U), il existe un élément y de
Etel que U(y) = x. Puisque E = Ker(U) + Im(U), il existe un élément u de Ker(U)
et un élément v de Im(U) tels que y = u+v. Donc x = U(y) = U(u)+ U(v) = U(v).
Puisque v € Im(U), il existe un élément w de E tel que U(w) = v; ainsi, x = U?(w),
ce qui montre que x € Im(U?).

5.23 Soit x un élément de E; alors U(x) € Im(U) =Im(U?). Il existe un .
~ élément y de E tel que U(x) = U?(y). Donc Ulx— U(y)] = O et x— U(y) € Ker(U).
~ Ainsi, le vecteur x est la somme d’un élément de Im (U) et d’un élément de Ker (U),
ce qu’il fallait prouver.

5.24 a) Les applications U, et U, sont des endomorphismes, puisque
Uy=%z+U) et Uy=3(—0),
et que les endomorphismes de E constituent un espace vectoriel.

b) Soit x, un vecteur-de E; . Il existe un élément y, de E tel que
] x; =3y, + U]
D’ou
U(xy) = ULy, + U] = 2U,) + U ()] = 1[U») + 1,
c’est-3-dire U(x,) = x,. On montre de méme que U(x,) = —x,.
La somme de E, et E, est E, puisque tout vecteur x de E peut s’écrire sous la

forme
x =[x+ U] +1[x-UX)]. 1)

Soit enfin x un vecteur de E; N E, ; alors U(x) =x et U(x) = —x, et donc x = 0.
¢) La relation (1) s’écrit encore
x=U(x)+ Uy,(x).

L’application U, associe au vecteur x sa composante dans F; ; c¢’est donc le projec-
teur sur E; parallélement & E,. De méme pour U,.
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Bases
6.1 Non, car2x,—3x,+x3=0.

6.2  Soit oy x;+0,x,+a3xs =0 une relation linéaire entre ces vecteurs.
Alorsa; +a3 =0, ay+0ay =0, —a; =0. D’oli a; = &, = a3.= 0. Les vecteurs donnés
sont donc linéairement indépendants; étant au nombre de 3, ils constituent une
base de R®.

6.3 De méme, a; +2a,+ 303 = 0,20 +3a,+a3 =0,3a; +a,+20; =0.D’olt
oy 40 =203, Gy o3 =20y, 03+0y =20, puis a; +o,+u; =0 et enfin o; = oty =
a3 = 0. On conclut comme ci-dessus.

6.4 Oui 6.5 Oui.

6.6  Soit af+ fg+ yh =0 une relation linéaire entre ces.fonctions. Autrement
dit, pour tout élément x de [0, 1],

af (%) + Pg(x) +yh(x) = 0.

En remplagant x par 0, on voit que o = 0. En simplifiant alors par x1/2, on voit que
B =0. Enfin, y =0, et la famille est libre.

6.7 De méme, en remplagant successivement x par 0, 1/2 et 1, on obtient
oc+/_>’/2=0, a+p/d=0¢eta+p/2+y=0.Dol y=0, puisa=0et f=0.

6.8 Comme dans ’exercice 6.6, « = 0. Puisque la fonction x > sin x/x n’est
pas constante, f =y =0, et la famille est libre.

6.9  Dimension de F. La famille (f,) est libre, car f, # 0. Si f, était colinéaire
af,,alors f, =af),dot1=0q 1=0, 0=caet1=0, ce qui est impossible. Donc
(f., f>) est libre. Supposons que f;=af; +ff,; alors I=a+p, 2=, 0=0a et
1=, ce qui est impossible. Donc (f;, f2, f5) est libre, et dim F=3.

Dimension de G. Cor“nme'g1 =g, +g3—4ga, dim G<3. Il est clair que g, et g,
sont linéairement indépendants. Supposons que g; = ag,+ g4 ; alors-1 =0.a+0.5,
ce ‘qui est impossible. Donc la famille (g;, g3, g4) est libre, et dim G =3.

Dimension de F+ G. Puisque F+G est un sous-espace vectoriel de R*,
dim(F+G)<4. Comme Fc F+G, dim(F+G)>dim F=3. Adjoignons le

vecteur g; & (fi,fo,fs)r Si g2 =of i +ff2+fs, alors a+f+y=0, f+2y=0,
" a=1et f+y=0, ce qui est impossible. Donc la famille (f;, f2, f3, g) est libre, et
dim(F+ G) = 4. (Plus précisément, F+ G est égal 2 R* tout entier.)

Dimension de Fn G. Tout vecteur x de Fn G peut s’écrire sous les formes

x = Afi+ufo+vfs = oagy+Bgs+ v44.
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Dot A+putv=p0 pu+2v=38%y, A=0a—2F et uy+v=3F+7y. Donc v=0;

A et p restent arbitraires. Le sous-espace vectoriel F 1 G est engendré par f, et f,,

et dim(Fn G)=2. ' '
Ainsi, dim(F+ G) + dim(Fn G) =4+2 =dim F+ dim G=3+3.

Applications linéaires

6.10 Appliquons la formule du rang :
rang(U) = dim K*—dim Ker(U) .

Il est immédiat que le noyau de U est la droite engendrée par le vecteur (1, 1, 1, 1).
~ Nous en déduisons que le rang de U est égal a 3.

6.11 Supposons que Im(U) = Ker(U). 1l en résulte aussitét que U? = 0. Puis-
que dim Im(U) = dim Ker(U), il résulte de la formule de la dimension que

dim E = 2rang (U). : m

En particulier, la dimension de¢ FE est paire.
Réciproquement, la relation U? = 0 implique que

Im(U) < Ker(U).
D’aprés la relation (1) et la formule de la dimension,
dim Im(U) = dim Ker(U).

Les sous-espaces vectoriels Im(U) et Ker(U) sont donc égaux.

6.12 Appliquons la formule du rang 3 Uet & U?:
rang (U) = dim E—dim Ker(U)
rang (U?) = dim E~dim Ker (U?).

Donc rang(U) = rang(U?) si et seulement si dim Ker(U) = dim Ker(U?). D’autre
part, Ker(U) < Ker(U?) (voir bxercice 5.20) et Im(U?) < Im(U) (voir exercice
5.22). Enfin, deux sous-espaces vectoriels « emboités » sont égaux si et seulement
s’ils ont la méme dimension. "

Récurrences linéaires

6.13 u, = 2"* sinnn/4.
' 14+./5Y 1—./5Y"
6.14 u, = 2+./5) == +(2—-/5) =)

615 u, = 3"+2" 6.16 u, = (1+n)3"

6.17 Posons v, = 1/u,; alors
U, == %(Un—l +Un—'2) .
D’ot
U, = A+/’L(’"%)”'
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Comme v, =1 et v, = 1/2, on obtient A =2/3, u=1/3 et enfin
-3
2+(-9"

U,

6.18 Cherchons des solutions de la forme u, = r". Le nombre complexe r est
racine de I’équation caractéristique

r?=2r+k-1.

Le. discriminant réduit est égal a k.
Si k> 0, posons ! =./k ; nous obtenons la solution générale

u,=o(1+D"+ p(1—-D".

Les conditions initiales se traduisent par

a+f=1
a(l+D) + (L= = 1+12,
. atf=1
t
soi i =1
141 —
doi  a=-—— e ==
' 2 2
R nt1 et
Finalement u, = A+D7 +d-D s

2

ouencore u, = 1+C2  k+Ct k> + ...+ CE kP + ...

Si k<0, les calculs précédents restent valables & condition ‘de poser cette fois
l=j./—k.

Si k =0, la suite constante définie par 4, =1 convient évidemment; c’est donc
I’unique solution du probléme. '

. 6.19 Remarquons que u, + v, = 4,4 + Uy—1q,
et donc que u, + v, = Uy + vy .
De méme,
Op—tty = }[0g- g~ Uy +2(ty 1 ~0yy)] = —F(Vp_1—th_y1),
d'ot p—u, = (—3)" (vo—1o) -
11 s’ensuit que

Uy, = 3 (o +v0) — 3 (~3)" (vo—1o)

vy = 3o +00) + 3(—=3)" (vo—u) .
Nous en déduisons aussitdt que les deux suites (u,) et (v,) ont méme limite, a sa-
voir

F(uo+vo) -
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7.11

7.13 < 1 ) 7.14 <1 0)
0 0 1
7.15 ( 7.16

Q0 0 o0
0 0 o0
o 0 o

7.17 La matrice M? est égale &

—y =B oaf oy
af —o?—y? By |
oy By ~p*—o?

il s’ensuit que
M3 — —'(062+ﬁz+)12)M.
7.18 Puisque U n’est pas une homothétie, il existe un vecteur x de E tel que x

et U(x) ne soient pas colinéaires. Alors (x, U(x)) est une base de E, etla matrice
associée & U dans cette base est évidemment de la forme annoncée.
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b) Lorsque U est une homothétie de rapport A, U— Al =0, et (U—Al5)* =0,
soit U2 —2AU+ A% I; =0.

Lorsque U n’est pas une homothétie, considérons la base définie ci-dessus.
Posons y = U(x); alors

U(y) = ax+fy = BU(x) +alg(x).
D’autre part, ‘
UlU)] = BU®) +aU(x) = BU(y) + alg[U(x)] .

Les endomorphismes U? et fU+aly, coincidant sur les éléments d’une base, sont
égaux, et

U?—BU~alg =0,

relation de la forme demandée.

7.19 Nous obtenons aussitdt
M?* = 5M—41I,,
et, en multipliant les deux membres par M"~2,
M'=5M""1—4 M2,
11 vient, en ajoutant membre 4 membre les relations
M? =5M-4I,
M? =5M*-4M

.......................

Mn"l — SMn—Z__4Mn—3
M" =5M"'-4M"?

M = 4M" '+ M—4I,.

Les coefficients «, et f, satisfont donc aux relations de récurrence

o, = 4o, +1

By =4(B,-—1).
Posons

4

Uy = O+ =, vn"ﬁn_'?;a
alors

U, = 4u,_, up =%

v, = 4v,, Vo = "'%7
et
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finalement,

Pour montrer que «, est un entier, il suffit de remarquer que
4-—1

T(1+4+42+ e F4TTY;

o, =

il en est de méme pour f,=1—q«,.

7.20 Vérifions d’abord que G est une partie stable de M[,(R), c’est-3-dire que,
pour tout couple (g, b)) de nombres réels différents de n/2 - kr, il existe un nombre
réel ¢ différent de =/2+kx tel que

MaMb = M‘_..
Or,

MaMb

1 1+sinasinb —sina — sinb
cosa cosb )

—sina —sinb 1+sinasinb

La relation cos a cos b#0 implique sin a sin b # —1; donc

cosa cos b

COS € = e
1+sinasinb
sina-+sinb

tge = ———o,
cosa cosb

et
sina-+sinb

sinc = cosc tge = —————.
1+sina sinb

Tout revient a vérifier que la condition de compatibilité
sin ¢+cos® ¢ = 1
est satisfaite; en effet,
( cosa cos b )2 +< sina+sinb )2__
1+sinasinb 1+sinasinb
_cos®a cos’b+sin®a+sin® b+2sina sinb
1+2sina sin b+sin’a sin® b

=1.

La matrice unité appartient évidemment a G, et la matrice M, admet pour inverse
la matrice M _,. Ainsi, G est un sous-groupe de GL,(R), visiblement commutatif.
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7.21 a) 1l suffit de montrer que M*=0. Or,

—cos?a —sinc coso  coso
2 . s 2 .
M* =| —sina cosa —8in” o sino
—COS 0 —sina 1

On en déduit immédiatement que la matrice M> est nulle.

b) Soient x et y deux nombres réels. Alors
x? y?
FXf) = <I+xU +5 U2><I+yU+? U2>.

Développons le second membre :

FGISG) =T+ (x4y) U+ ("—*’2—9—- U? = [ (x4+7),

puisque U3 =U* =0,

En prenant y= —x, nous voyons que f(x) f(—x)=f(—x) f(xX)=1, ce qui
montre que f(x) admet f(—x) pour application réciproque. Ainsi, f(x) est un auto-
morphisme de R3.

7.22 a) Considérons un couple (M, N) d’éléments de M,(R) et un couple (a, §)
de nombres réels. Par définition de U,

UM+ pN) = P(aM+pN).
Comme

P(aM+BN) = P(aM)+P(BN) = aPM+ fPN = aU(M)+BUN),

nous voyons que 1’application U est linéaire.
b) Rappelons que la matrice associée & U dans la base B a pour j-iéme colonne
la famille des composants du transformé par U du j-iéme vecteur de la base B.

Ainsi,
UM,) = PM, = (1 1) <1 °> - (1 °> = M, +M;.
B 1 Vo o 1 o

La premiére colonne a donc pour éléments 1, 0, 1 et 0; de méme pour les trois
autres colonnes. Nous obtenons ainsi la matrice associée & U dans la base B :

1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0.
0 1 0 1
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c) Le noyau de U est constitué des matrices M telles que PM=0. Ce sont les

oy oy
matrices

) satisfaisant aux relations
oy +oy =0
oy +o, =0.

Une base du noyau de U est constituée des matrices

1 0 0 1
oo = o)
—1 0 0 -1
Le noyau de U est donc un sous-espace vectoriel de M, (R) de dimension 2.

. ez . 1
De méme, 'image de U est constituée des matrices < p )telles que B, = f4
B3 4 . ’
et que B,=f,. Une base de I'image de U est constituée des matrices

<1 0 0 1
) et < )
1 0 0 1
L’image de U est donc un sous-espace vectoriel de M,(R) de dimension 2.

On vérifie que la somme des dimensions de Im(U) et de Ker(U) est égale 4 la
dimension de M,(R).

B2
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Déterminants
81 0 82 0 83 0
(Dans les trois cas, la deuxiéme ligne est le double de la premiére.)
84 1 85 10 8.6 100
87 1 88 12 89 1
810 -18 811 2 812 -36
8.13 1 814 -—18 815 0

8.16 30 8.17 14 8.18 155

Systémes linéaires

819 x =3, y= -1 820 x= -1, y=4.

821 x =«, y=-—-a—1, 822 x=0, y=—1.

823 x=-1, y=4
8.24 Pas de solution.

8.25 Sia*+bh%+#0, x=a, y=h.
Sia*+b*=0 eta=0, tout couple (x, ) est solution,
et a # 0 (dans C), tout couple de la forme (x, ba/a) est

solution.
826 x=1, y=1 827 x=2, y=-2.
8.28 Pas de solution.
8.29 x==110/34, y=-—35/34. 830 x=-1, y=-2.
831 x=1/2, y=-1, z=1/2 832 x=-2, y=1, z=2.
833 x=0, y=0, z=~—1. 834 x=1/2, y=1, z=-1.
835 x=a+2b-2¢c, y=—a+3b, = —2b+ec.
8.36 x=3a+2b+6c, y=a+b+2c¢, z=2a+2b+5c.
837 x=2z y=5z—1 838 y=4x—1, z=x+2.

8.39 x=3—~§z, y=zz. 8.40 y=1-—2x, z=1-19x.
3 3 2 _
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Inverses de matrices

8.41 ( 3 “5>. 8.42 <2 1). 8.43 (3/2 5/2).
-1 2 3 2 12

1 2 -2 326 40 5
844 -1 3 0] 845|1 1 2 846 [0 1 —6

0 -2 1 2 25 30 4

2 0 0 00 1 301 1
847 [0 1 —1]. 8.48 (o 1 0] 8.49% 2 -1 1

0 0 1 100 -1 1 =2

12 34 —1 3 -2 2 0 —4 0
8.50 1 1 -1 .8.51i ~10 8 —% .s.szi 1 3 1

~1/2 -14 1 -1 2 =2 -2 2 2/

8.53 a) La matrice C est inversible; d’ou

1 1 1
B=AC ' =|1 1 -1}
1 -1 -1

b) La matrice C n’est pas inversible. Procédons par identification, en posant
B = (a;;). Nous obtenons le systéme

ayy+20y, =503 = =2
20—y, ’ =1
—-O(u—-otlz+3a12 = 1.

D’oll o;3=0y;, puis o;,=20,,—1. De méme, oy3=0ay;—2, tzy=20;,—1,
O3z =03y —2, O35 = 20i3; —3. En résumé, B est de la forme

o 200—1 o
B=|f 28-1 5—2_ .
y 2y-3 P—2
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Problémes linéaires
9.1  L’espace vectoriel E est de dimension 3. Pour que trois éléments de E

en constituent une base, il faut et il suffit que leur déterminant dans la base
B=(1, X, X?) soit non nul. Or,

1 1 -1
Detg(P;, P,, P3) =| 1 -1 1l = -4,
-1 1 1
9.2 De méme,
0 -1 -0
Detg(P,, P,, P3) = |1 1 -1l =1%#0.
0 0 1 '

9.3  Pour changer, montrons que toute relation linéaire
oy Pi+o, Pytag Py =0
est triviale. En remplagant X par 0, nous voyons ciue o, =0. Il reste
U X(1—X)+az X2=0.
En simplifiant par X ,'nous obtenons
0,(1-X)+a; X =0.

En remplacant encore X par 0, nous obtenons «, = 0 et, finalement, a5 = 0.
Les matrices de passage de B 4 B’ et de B’ 4 B sont respectivement

1 0 0 1 0 0
M=|-2 1 0 M7t=[2 1 ol
1 -1 1 1.1 1

9.4  On vérifie facilement que U est linéaire. Comme d° U(P) <2, U est un
endomorphisme de E.

10 o0\ 1 0 0
112 My ={(12 12 12|

My(U) =10
' 0 0 12 0 0 1
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Divisions

9.5
9.6
9.7
9.8
9.9

9.10

9.11

9.12
9.13
9.14

9.15
9.16

9.17

9.18

9.19
9.20

9.21

0=4X>-2X*+X+2
0=Xx"+1

Q= -2X>+X+3
Q=0

0 =2X*+3X+11

Q =4X*—(3+4) X—-1+7j

Q=X2+—5~X+g~5~
2 4

0 = X2+2jX—3—j

0 =2X*+X+1

0=XY4+X24X°+X+X3+1

0=X"-03B-))X+2-2j

2 2

=1-=x3+=Xx*
¢ 3 9

Q =3+X-2X3

269

R=3X
R=—-X*-X-2
R=0

R= —X+3X*>—4X+1

R=25X-5

R = 8—6

R=Py_ 121
4 4

R = (2=5) X+4+j

R=X+1
R=0
R=0
R=—2/9
R=0

0 =2-5X+17X*-57X*+190X*—632 X°

0 =1+X+Xx?
Q=2+X-X?

= —1-X-4X*-13X3

Racines rationnelles

9.22

9.25

—-1/3 9.23

—3/4

1, —1/2,1/2 9.26 3/2

R =2103—689X+190X*—632X>

R=1-Xx*-X3
R=1

R=44+13X.

9.24 Néant

9.27 2, -7/3.
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Décompositions en éléments simples

920 L __1_
X-1 x—2
030 -2 L , 1
(X—1)?  2(X—1) 2(X+1)
931 > 16 27
CX—1 X+2 X+3
932 L L _J
X—1 X+1 X—j X+]j
0.33 1 7 17 1

+ + + -
2(X-1)° 4X-1? 8(X—-1) 8(X+1)

9.34 Les pdles sont z, = e**"" ol k €[0, n—1]. Les résidus sont donnés
par la formule

1 Zy

1

A, = n—
nzy n

D’oti la décomposition :
1 n—-1 eijn/n

n k=0 X —e?kin/n

1 n—1 e(Zk-i-l)jn/n

9.35 n b X — @t in/n”

9.36 La fraction rationnelle se simplifie :

X-1)x*-1)
R = it
X(X*+1

D’olr
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037 —L4y_L1 4 13- 32+ l
X 8(X+1) 2(X-1P° 4(X-1 8(X-1)

9.38 X+3+—-1—-——3-—+ 19
2X X-1 2(X-2)

939 X4+6+ -

9.40 ——1—2—3+ 1 s - L ~+ 2
X2 X (x-1°® (X-1* X-1

2+j 2—j 3
+io 25

941 X*-2X+ ; .
2(X—j) 2(X+j) X-2

3 5 11 3143 3(—1))
+ + — e
2X-1)° 2(X-1 4(X-1) 8(X-j) B(X+j)

9.42

043 X434 — > 4 I I
AX-2) 4X+2) 2X-) 2X+)

1+ N ) 1
2X i) 2(X—j) 20X+ 2X+D

9.44

1 1 ) 3 1 1 3

945 IE—1P BE-DF 8(X—1) 4X+1) T X1 3(X+1D)

1 1 4 1 2

9.46 + - 5~ 5+
X-1 (X+2* X+2° X+2° X+2

1 21-53j, 1 _27-53) 1

9.47 _
RX-w)? NX-0) 12&E+o)} 72(X+o) 1:;(X-m2)2

+27+5\/§j 1 _27+5./3]
72X —0?)  12(X+0?)? T2(X+0?)

I+ 2Q+w) 2(1+2 co)+ 1+0® 2Q24+0?) 2(1+2w0?

248 3(X—w)} 9(X—w)® IX—-0) 3X—-0?)? IX-0?)? HX—-w?)
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Diagonalisation des matrices carrées

10,1  6=X*-3X+2 Ai=2  A;=1 x,=(0 x,=@4, -1
10-\2‘ (S=X2'-5X+6 2‘1=3 1.2’:2 x1=(1, l) x2=(1,2)
10.3 0=X2-8X+12 A;=2 l,=6 x,=(=2,1) x,=(021)
104 6=X°-X—6 Ay=—=2 =3 x,=(2j, -1) =x,=(1, —2))
105 6=X%-3X+42 Ar=1 Ay=2 x,=(-3,4 x,=(~2,3)
10.6 6=X>—15X+14 A, =1 Aa=14 x;=(—4,1) x,=(1, =3)
10.7 6=X°-3X%4+2X A =0 Ay = Ay =2
x;=(0,1, =1 x,=(1,0,0) x,=(0,1,1)
10.8 6=X3-21X%4+122X-168 Ay =17 Ay =2 Az =12
Xy = (39 _'-53 4) Xy = (4: 09 —'3) X3 = (33 5: 4)
10.9 5=X*—6X2+8X A =0 A= Ay =4
xl =(19 1: 1) Xy = (1: 2: 3) X3 = (15 4: 9)
10.10 6=X3>-3X%+2X A, =0 Ay =1 Ay =2
x, =(4, 63, —2) x,=(4,0, —1) x;=(2,1,0)
10.11 6=X3—12X2+44X-48 Ay =2 Ay =4 Ay =16
x,=00,1,1 Xy = (1,0, x3=(1,1,0)
10.12 §=X°—12X2+45X—-54 Ay=6 Apy=1A3=3
x=(1,1,1) x,=(1,0, =1) x3=(0,1, —=1).
10.13 Pour qu’un élément non nul (£;, &, &, é;, ¢5) de C° soit un vecteur
propre de M, il faut et il suffit qu’il existe un nombre complexe A tel que
gs = A&y ‘
53 62 65 61 63 - A‘Cz
&, = A& Ce systéme se scinde en les suivants : 1€, = A&, .
fz = lfz»-
§y = A&y . $4 = A5
4 = 'l'fs-

Le premier systéme conduit &, = 43¢, le second 2 &, =A%,
Si A est différent de 1, —1, w et w?; les deux systémes sont cramériens, ce qui
‘contredit la non-nullité de (&,, &,, &, &4 £2).
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Sid=—1l,alors & =¢,=¢s=0et &= —&5.
Sid=1,alors & =& =¢5et & =5,
Si A=, alors &5 =wé,, &, =w?é et & =&, =0.
Si A=w?, alors &s=w?¢&;, &y =0l et & =& =0.

Une matrice de passage de la base canonique de C° & une base de vecteurs
propres est

0 1 0 1 1

-1 0 1 0 0

Pp=| 1 0 1 0 0
0 1 0 o o

0 1 0 o w?

Les valeurs propres de M sont donc ~1, 1, w et w?, 1 étant valeur propre double
(c’est-a-dire une racine double du polyndme caractéristique).

10.14 Les conditions données s’écrivent
1+o+f = 1+a'+p = 1+a"+f"
1-f=-01-f)  1-p'=0
l—a+f=—QQ—-a'+)=1-a"+p"

On en déduit facilement que

1 2 1
M=\1 2 1].
1 2 1

10.15 Le polyndme caractéristique de M est
§=X3-X>-X+1=(X+1)(X-1)>~
Donc —1 est valeur propre simple, et 1 valeur propre double.
. Une condition nécessaire et suffisante pour que M soit diagonalisable est que la

dimension du sous-espace propre E; associé & 1 soit égale 4 2. Les éléments
(&,, &,, &) de ce sous-espace propre sont les solutions du systéme :

—3 £ +a 26,436 =0
€y +o \/iéz"' &3 =0.

Pour que ces solutions constituent un plan, il faut et il suffit que & =0. Le sous-
espace propre E, est alors le plan d’équation &, = {3, dont une base est constituée
des vecteurs (1, 0, 1) et (0, 1, 0). Le sous-espace propre associé a la valeur propre

—1 est la droite engendrée par le vecteur (3, \/'2, -1).
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121 -1 122 -9 123 - 729
124 —-27 125 1 126 0.

ab. anb  (a.b)* |anb|? lal?)b)?
127 2 (-1,0,1) 4 2 6

128 -4 (-1,-4,-3) 16 26 42

129 18 0,0,0) 324 0 | 324

1210 —10 (8,—20,—6) 100 500 600

1211 6 ©, — 12, - 4 36 160 196

1212 —1 (8,6, — 40) -1 1700 1701

OnAvériﬁe que la derniére colonne est la somme des deux autres.
1213 Le vecteur @ A b est égal a i + 2j. Par suite,
@Ab)Arv=2zi—zi+(y—-2xk.

12.14 Les vecteurs considérés sont j — k, k — i et i — j ; leur somme est
nulle.
12.15 Posons a = (x,y,2), b= (x,y,2) et ¢ = (x", )", z"). Alors

bc — (yl ZI/ — ZI y//, ZI xll — xl Zl/’ xl yll _— yl xll) .
La premiére composante de a(bc) est
xl ZI/)_:xl(yle_i_z Z”)—-x”(yy’—l—ZZ,)
=xl(xxll +yyll +ZZ//) _xll(xxl +yyl+ZZI)
=(a.c) x—(a.b) x" .

y(xl yl/ ‘__y/ xll) ‘—'Z(Z, xl/ —

De méme pour les deux autres composantes.
12.16 On applique trois fois la formule précédente et on ajoute membre a
membre.
1217 (@ A b).(c A d)=Det(a,b,c A d)=(b A (c A d)).a.
D’aprés l'exercice 12.15,
bar(ecnd)y=((b.d)c—(b.c)d.

Finalement,
(@ A b).(e A d)y=(b.d)(c.a)—(b.c)({d.a)=(a.c) (b.d)—(a.d) (b.c).
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-12.18 D’aprés P'exercice 12.15,
@nb)yn(cnd)=(anb)d)c—((a nb)cd.
Par définition du produit vectoriel,
(@ A b).d = Det(a, b, d) (@ A b).c = Det(a, b, c).

1219 Det(a A b,b A c,ena)=((anb) A (A e)na).
D’aprés I’exercice 12.18,
(@anb)nbnArc)y=Det(ab,c)yb—c).
Or, cA(ena)=0c¢t b.(c A a) = Det(c,a,b) = Det(a, b, ¢). Le nombre
cherché est donc Det (a, b, c).

12.20 La linéarité de U résulte de la bilinéarité du produit vectoriel. Posons
a = (p, q,r) ; la matrice associée & U est

0 qg —r
- q 0 »p
Fo—p 0

Le vecteur & A v, étant orthogonal & v, ne lui est colinéaire que §’il est nul, ce qui
équivaut a dire que v est colinéaire 4 a. Autrement dit, U admet une seule valeur
propre, & savoir 0, et le sous-espace propre associé est la droite engendrée par
le vecteur a.

12.21 Le vecteur a A v étant orthogonal & a, le produit scalaire a.b doit
&tre nul. Sia = Oet b # 0, I'équation est impossible ; si a = b = 0, le vecteur v
est indéterminé. Supposons a # 0; la relation. a A v =b implique
an(@anv)y=anb, soit, puisque a.b =0,

(a.v)a—(a.a)v=a A b.

Le vecteur — W a A b est une solution évidente de cette derniére équation ;
a

on vérifie aisément que c’est une solution de I’équation initiale. Enfin, le noyau
de 'endomorphisme v+ a A v étant la droite engendrée par a, les solutions

de I’équation @ A v = b sont les vecteurs de la forme la — anb

1
lal?




FORMULES DE TRIGONOMETRIE

Formules d’Euler

e e i* i ei*.gix
cosx = ——, §in x == —————
2 2j
sin x g ¥ gl® S | 1—e2i> b
tgx = =i =l = e Six # = (mod. n)
cos x e F+e e +1 1+e 2

COS X' .
cotx = — si x # 0 (mod. ).
sin x

Formules d’addition. Pour tout couple (¢, b) de nombres réels,

cos (a+b) = cos a cos b—sin a sin b, cos(a—b)=cosa cos b+sina sin b
sin(g+b) = sin a cos b+cos a sin b, sin(a—b) = sina cos b—cosa sin b
g t
tg(a+b)=—1—:9—aig—b a, b,a+b$7—t(mod.n)
1—tgatgh 2
tga—t
tg(a-b)=i——g——lz~ a, b,a—biz(mod.n)
1+tgatgh 2

Transformation d’on produit en somme
cos @ cos b = %[cos (a+b) + cos (a—b)]
sin g sin b = 1[cos (a—b) — cos (a+b)]

sin a cos b = %[sin (a+b) + sin (a—b)] .

Transformation d’une somme en produit. Pour tout couple (p, 9) de nombres
réels,

cosp+cosg = 2cos E%J €os p%q, COS p—COS g = -2sinl%1 sin 2-4
sin p+sing = 25inp—+qcos g_—__q_’ sin p—sing =25inucosp—+q
2 2 . 2

sin(p+q) . T
tgp+tgg = ——==  sip,qg # —(mod.n)

COs p cos g 2

sin(p—gq) . . T
tgp—tgg = ——32~  ‘sip,q # = (mod.n).

COsp cosq 2
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Duplication. Pour tout nombre réel-aq,
cos2a=cos’ag—sin*a=2cos’a—1=1-2sin’a, sin2a=2sinacosa

. 2 1—cos2a
sin“ g = —————.

2 _ l+4cos2a
2 7 2

cos™a

Pour tout nombre réel a,

a2
cos2a = l_t_ngz_ sia g 7j(mod.n)
1+tg°a 2
sin2a = Ztg: sla E(mod.n)
1+tg°a 2
2tga . 7
tg2a = 5 sia, 2a # — (mod. n)
1—tg°a 2
i LHitga’ sia % T (mod. m)
1-jtga 2
tga = sin2a _ 1—‘cos2a siag = O<mod. E)
14cos2a sin2a 2
Triplication

cos3a = 4cos’a—3cosa, sin3a = 3sina—4sin3a

3tga—tgia . T
tg3da = —"Zm si 3a # — (mod. 7).
& 1-3tg’a 2

Pour tout entier rationnel 7,
(cos a+j sin a)* = cos na+j sin na, (cos a~j sin a)* = cos na—j sin na .
Pour tout entier naturel non nul »,
cosna = cos"a—C2 cos" 2asin’a + ... + (—1)? C2? cos" 2P q sin®" q + ...
sinna = C} cos" 'asina—C2 cos" *asin®*a + ... +
+ (=1)P C2PH1 cos" 2P L g gin?P g ..

_Cltga—Cltgla+ ...+ (=1 CP* 1 tg?* g + ..
1-Cltg?a+ ... + (=1 C** tg*Pa + ...

tgna

si @, na# /2 (mod. =).




278 Formules de trigonométrie

Formules de linéarisation. Pour tout entier naturel non nul p,

cos??

p—1 1
- ( y, ¢, cos[@p—20)a] + cs,,)
q=

— 1\
( 21) cg,,>.

sin®” q =; DP(Z (=188,

Pour tout entier naturel p,

cos?PHlg — 22P 2 Clpe1 cos[2p+1-24)a]

1)? .
wrig = S (211 Oy sinf2p+1-20)a].

sin

b
et



INDEX TERMINOLOGIQUE

Abélien (groupe), 31.

Affixe d’'un point, 69.

Alembert-Gauss (théoréme de D),
167.

Algebre, 107.

Alternée (application bilinéaire), 138 ;
(application trilinéaire), 146.

Anneau, 37.

Antisymétrique (relation binaire), 11.

Appartenance (relation d’), 2.

Application, 14.

Archimédien (anneau), 54.

Argument d’un nombre complexe, 71.

Arithmétique (suite), 42.

Arrivée (ensemble d”), 14.

Associative (algébre), 107; (loi de
composition), 25.

Associé(e) (application linéaire cano-
niquement) & une matrice, 127;
(endomorphisme canoniquement)
4 une matrice carrée, 127.

Aufomorphisme, 30 ; d’un espace vec-
toriel, 102.

Base d’un espace vectoriel, 111 ; d'un
systéme de numération, 51.

Bézout (égalité de), 162.

Bijection, 17.

Bijective (application), 17.

Bilinéaire (application), 107 ; (forme),

107.

Binaire (numeération), 52 ; (relation),
10.

Binomial (coefficient), 41.

Bit, 52.

Bormnée (partie), 13.

Canonique (base), 112, 156 ; (injec-
tion), 18.

Caractéristique (fonction), 15 ; (poly-
ndme), 181.

Carrée (matrice), 125.

Cartésien(ne) (forme) d’un nombre
complexe, 64; (produit) de deux
ensembles, 10.

Cauchy (critére de), 59 ; (suite de), 57.

Coefficient d’un polynéme, 157.

Colinéaires (vecteurs), 111.

Colonne (matrice), 125.

Commutatif (ve) (algébre), 107 ; (an-
neau), 37; (corps), 44; (groupe),
31; (loi de composition), 25.

Comparables (éléments), 13.

Complémentaire d’une partie, 4.

Complexe (nombre), 63 ; (plan), 69.

Composante d™un vecteur, 111.

Composé(e) de deux applications, 18 ;
de deux éléments, 24.

Composition (loi de), 24.

Compréhension (ensemble défini en),
2.

Conjonction de deux relations, 1.

Conjugués (nombres complexes), 65.

Constant(e) (application), 15; (poly-
néme), 165.

Contraposée d’une implication, 1.

Convergente (suite), 56.

Coplanaires (vecteurs), 111.

Corps, 44.

Couple, 9.

Cramer (formules de), 142, 149.

Cylindriques (coordonnées), 238.

Décimal (nombre), 56.

Définition (ensemble de), 14.

Degré d’un polyndme, 157.

Départ (ensemble de), 14.

Dépendants (vecteurs linéairement)
111.

Dérivée d’un polyndéme, 168.

Déterminant de deux vecteurs de R?,
139 ; de trois vecteurs de R3, 146 ;
d’une matrice carrée, 140, 147.

Diagonale d’un ensemble, 10; (ma-
trice), 133.

b



Diagonalisable (endomorphisme, ma-
trice), 182.

Différence de deux ensembles, 9.

Dimension dun espace vectoriel, 113.

Directe (base), 237 ; (somme), 105.

Disjoints (ensembles), 5.

Disjonction de deux relations, 1.

Distance, 233.

Distributive (loi de composition) par
rapport & une autre loi, 37.

Divergente (suite), 57.

Diviseur de zéro, 43.

Division suivant les puissances crois-
santes, 163.

Dominant (coefficient), 159.

Droite, 113.

Dual d’un espace vectoriel, 105.

Egalité (relation d°), 2.

Elément, 2 ; (plus petit, plus grand),
13. .

Endomorphisme, 30; d’un espace
vectoriel, 101.

Ensemble, 1.

Entiére (partie), 173.

Equation, 16.

Equivalence (classe d°), 11 ; (relation
da”), 11. ,

Equivalent(e)s (éléments), 11 ; (rela-
tions), 1.

Euclidien(ne) (division), 54 ; des poly-
noémes, 160 ; (espace vectoriel), 229.

Euler (formules d°), 81.

Extension (ensemble défini en), 2.

Externe (loi de composition), 95.

Extrémité d’un intervalle, 14.

Famille, 16.
Fermé (intervalle), 14.
Finie (dimension), 112.

Génératrice (famille), 111.
Géométrique (suite), 44.

Grand (plus) élément, 13.
Graphe, 10 ; d’une application, 14.
Groupe, 31.

Héréditaire (propriété), 49.
Homothétie, 102.

Idéal d’un anneau commutatif, 40.

Identique (application), 15.

Image d’un élément, 14; d’un mor-
phisme de groupes, 35 ; d’un nom-
bre complexe, 69; dune appli-
cation linéaire, 103 ; d’une partie,
15.

Imaginaire (axe), 70 ; (nombre com-
plexe) pur, 64 ; (partic), 64.

Implication, 1.

Inclusion (relation d’), 3.

Inconnue, 16.

Indépendants (vecteurs linéairement),
111,

Indéterminée, 157.

Induite (loi), 29; (relation binaire),
10.

Inférieur(e), 13 ; (borne) d’une partie,
13.

Injection, 17.

Injective (application), 17.

Interne (loi de composition), 24.

Intersection de deux ensembles, 5;
d’une famille de parties, 16.

Intervalle, 14.

Tnverse d’un élément, 28 ; d’une appli-
cation, 19.

Inversible (application), 19; (élé-
ment), 28.

Irrationnel (nombre), 59.

Isomorphisme, 30; d’espaces vecto-
riels, 102.

Lagrange (identité de), 240.

Libre (famille), 111.

Liée (famille), 111.

Ligne (matrice), 125.

Limite d’une suite, 57.

Linéaire (application), 101 ; (combi-
naison), 99 ; (forme), 102 ; (groupe),
105 ; (relation), 99. )

Longueur d’un vecteur, 230.




Maclaurin (formule de), 170.
Majorant d’une partie, 13.

Majorée (partie), 13.

Matrice, 125.

Minorant d’une partie, 13.

Minorée (partie), 13.

Mixte (produit), 238. ,
Module d’un nombre complexe, 66.
Moivre (formule de), 75.

Monodme, 157.

Morphisme, 29.

Multiplicité d’une racine, 165.

Naturel (nombre entier), 48.

Négation d’une relation, 1.

Neutre (élément), 26.

Newton (binéme de), 41.

Norme, 230.

Noyau d*un morphisme de groupes,
36 ; d’une application linéaire, 103.

Octale (numeération), 52.

Opérateurs (domaine d7), 95.

Opposé d’un élément, 28.

Ordonné (anneau commutatif), 54 ;
(ensemble), 12; (ensemble totale-
ment), 13.

Ordre (relation d”), 12 ; d’une division
suivant les puissances croissantes,
163 ; d’une matrice carrée, 125.

Orientation d’un espace vectoriel,
236.

Orienté (espace vectoriel), 237.

Origine d’un intervalle, 14.

Orthogonaux (vecteurs), 233.

Orthonormale (base), 234, 235.

Ouvert (intervalle), 14.

Paire, 2.

Partie d’un ensemble, 2.
Partition, 4.

Pascal (triangle de), 41.
Passage (matrice de), 132.
Permutables (éléments), 25.
Permutation, 17.

Petit (plus) élément, 13.

Plan, 113.

Pleine (relation), 10.

Polaires (coordonnées), 237.

Péle d’une fraction rationnelle, 172.

Polynéme, 157.

Polynomiale (fonction), 165.

Principal (argument) d’un nombre
complexe, 71.

Produit de deux ensembles, 10; de
deux matrices, 129.

Projection d’un graphe, 10.

Prolongement d’une application, 16.

Propre (sous-espace, valeur, vecteur),
181.

Pythagore (théoréme de), 233.

Quotient (ensemble), 12 ; d’une divi-
sion euclidienne, 160 ; d™une divi-
sion suivant les puissances crois-
santes, 163.

Racine(s) carrée dun nombre réel
positif, 60; d’un polyndéme, 165 ;
n-iéme d’'un nombre réel positif,
60 ; n-iemes d*un nombre complexe,
76.

Raison d’une suite arithmétique, 42 ;
d’une suite géométrique, 44.

Rang d’une application linéaire, 117.

Rationnel(le) (nombre), 56 ; (nombre
entier), 54 ; (fonction), 172 ; (frac-
tion), 171.

Réciproque (application), 19 ; (ima-
ge), 20 ; (implication), 1.

Réel(le) (axe), 69; (nombre), 59 ;
(partie), 64.

Réflexive (relation binaire), 11.

Régulier (élément), 25.

Relation, 1.

Représentant dune classe d’équiva-
lence, 12.

Résidu, 175.

Résolution d’une équation, 17.

Reste d’une division euclidienne, 160 ;
d’une division suivant les puis-
sances croissantes, 163.




Restriction d’une application, 16.

Rétrograde (base), 237.

Réunion de deux ensembles, 6 ; d'une
famille de parties, 16.

Sarrus (régle de), 147.

Scalaire, 97 ; (produit), 229.

Schwarz (inégalité de), 230.

Semi-ouvert (intervalle), 14.

Singleton, 2.

Solution d’une équation, 16.

Somme de deux sous-espaces vecto-
riels, 105.

Sous-algébre, 108.

Sous-anneau, 40.

Sous-corps, 44.

Sous-ensemble, 3.

Sous-groupe, 34.

Stable (partie) par une application,
15 ; pour une loi, 29.

Stationnaire (suite), 16.

Substituable, 172.

Suite, 15.

Supérieur(e), 12; (borne) d’une par-
tie, 13. .

Supplémentaires (sous-espaces vecto-
riels), 105.

Support d’une famille, 99. -

Surjection, 17.

Surjective (application), 17.

Symétrique (différence), 9; (forme
bilinéaire), 138 ; (groupe), 33; (re-
lation binaire), 11; d’un élément,
27.

Symétrisable (élément), 27.

Taylor (formule de), 170.

Total (relation d’ordre), 13.

Transitive (relation binaire), 11.

Transposée d’une matrice, 131.

Triangulaire (inégalité), 67, 231, 233.

Trigonométrique (forme) d’un nom-
bre complexe, 71.

Trilinéaire (application), 145; (for-
me), 146.

Triviale (relation linéaire), 99.

Unitaire (algébre), 107 ; (anneau), 37 ;
(polyndme), 159; (sous-algébre),
108 ; (sous-anneau), 40 ; (vecteur),
232.

Unité (élément), 37.

Valuation d’un polyndéme, 158.

Vecteur, 97.

Vectoriel (espace), 96 ; (produit), 238 ;
(sous-espace), 99.

Vide (ensemble), 2 ; (relation), 10.

Zéro (diviseur de), 43.
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J. Quinet
Cours élémentaire de mathématiques supérieures

Depuis de nombreuses années, et au fil de plusieurs réimpressions, plus de 100000
étudiants, ingénieurs, techniciens et professionnels se sont formés avec succés aux
mathématiques supérieures grace a cet ouvrage.

Cette nouvelle édition, totalement refondue et augmentée de sujets nouveaux, est
I';euvre d'une équipe de professeurs enseignant aux niveaux universitaire, technique
et professionnel.

Les régles qui ont guidé sa rédaction restent celles de J. QUINET :

EXPLIQUER ET FAIRE COMPRENDRE.

AVOIR TOUJOURS POUR BUT LAPPLICATION PRATIQUE.

- Exposer la théorie par les moyens les plus simples et les plus rapides, en
distinguant I'essentiel de ce qui est secondaire.

lllustrer tout calcul et toute théorie par des exemples, des exercices et des
applications a I'électricité, I'électronique, la mécanique, etc.

Une innovation : les solutions de tous les exercices proposés sont données a la fin de
chaque volume.

Essentiellement pédagogique et moderne, cet ouvrage est, par la réponse gu'il donne
aux besoins de la technique industrielle actuelle, un instrument indispensable de
FORMATION PERMANENTE.

Le COURS ELEMENTAIRE DE MATHEMATHIQUES SUPERIEURES comporte 5 tomes :
. Algébre

. Fonctions usuelles

. Calecul intégral et séries

. Equations différentielles

. Géométrie
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Il est compléte par le livre de J. Fourastié et B. Sahler “Probabilités et statistiques”.
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